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Über die Funktionenklasse, die der Gleichung 
+ [7 
F(,5)=F(@) genügt. 
Von Herrn F. Schottky in Berlin. 


Zu jeder linearen Substitution z, = y(z) gehört eine Klasse von 
Funktionen, die in sich zurückkehren, wenn man von zzux, fortschreitet. 
Da sie nicht immer eindeutig sind, muß angegeben werden, auf welchen 
von x zu &, führenden Wegen sie die ursprünglichen Werte wieder an- 
nehmen, und schon deshalb ist es nötig, die Klasse ganz genau zu 
definieren. 

Man kann eine unendliche Reihe von Größen x, aufstellen, be- 
zeichnet durch die sämtlichen ganzen Zahlen 4, von — oo bis + w, so daß 
z, gleich x selbst ist und je zwei benachbarte Größen zueinander in der 
Beziehung &,,ı=g(x,) stehen. Solche Größen oder Punkte nennen wir 
kongruente; um allgemein x, durch z auszudrücken, verfahren wir so: 
%—%2=0 ist eine quadratische Gleichung. Hat sie zwei verschiedene 
Wurzeln a,b, so ist 


eine Konstante; denn der eine Faktor verschwindet, wenn der andere un- 
endlich wird. Fällt aber b mit a zusammen, so daß x,— x für z2=a von 
der zweiten Ordnung verschwindet, so ist 


@-) (a0) _j 
2—ı 
eine Konstante. Die Beziehung zwischen x und x, kann daher in einer 
der beiden Formen dargestellt werden: 
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ms br T— dA 
LI — b bi L — b ; 
oder 
N 
n-—a ıa-—a 
Daraus folet, daß entweder 
ER ee 
| ab * sb 
oder 
A A 
Arge Gar na 
ist. — Als ‚„konjugiert‘‘“ bezeichnen wir zwei Punkte x, y, die in der 


Beziehung stehen: 2+y=a-+b. Dann gilt der Satz: Sind z,y kon- 
jJugierte Punkte, so sind es auch &, und %_,. Denn setzen wir -A=u, 


so Ist 
en Bu u IT AR Ya—b . 
mb y—-—üa Yu—au’ 
folglich 2, +9y.=a-+b. Wenn b mit a zusammenfällt, gilt dasselbe; «ann 


hat man: 





A A A 





71—a y-a ' Ya’ 
also: 2, +y,= 2a. 


Je nachdem b von «a verschieden oder gleich a ıst, führen wir ein: 








A 
c—— =z oder —— +c0=2. 
T — u 


c ist eine willkürliche Konstante ; sie ist der Wert von 2 für 2=w. Die 
x-Ebene wird dadurch auf die z-Ebene abgebildet, und die Punktreihe z; 
in eine andere z,; und zwar ist in dem einen Falle z, gleich zg*, in dem 
anderen gleich z2+4. Die Punkte 2-+4 bilden eine Reihe äquidistanter; 
sie liegen auf einer Geraden, die der Abszissenlinie parallel ist. Bei der 
Reihe 29? besteht ein Unterschied, je nachdem der absolute Wert von q 
gleich 1 oder von 1 verschieden ist. Ist 9 >21, so haben die Punkte 
zwei Grenzstelln: 2=0 undz= x, an denen sie sich häufen; ist q =1, 
so liegen sie sämtlich auf einem um den Nullpunkt beschriebenen Kreise, 
und es ist im allgemeinen jede Stelle des Kreises eine Häufungsstelle. 
Man kann dennoch in allen Fällen von Funktionen sprechen, die in sich 
zurückkehren, wenn man von 2 zu 2,, oder von x zu z, übergeht. Nur 
muß man dann die Variable z oder x auf einen Teil ihrer Ebene be- 
schränken, den man als Ausgangsgebiet betrachtet. Vor allem ist dies 
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nötig im Falle z,= 29, |q|=1; es ist aber auch vorteilhaft in den beiden 
anderen. 

Wir definieren das Ausgangsgebiet y zunächst für die z-Ebene. 

Es sei 2=2g, q=1. Durchläuft z vom Nullpunkt aus die 
positive Abszissenlinie, so beschreibt zgq eine zweite vom Nullpunkt aus- 
gehende Gerade. y ist der Winkelraum zwischen den beiden Geraden, zur 
Linken der positiven Abszissenlinie. 

Ist 22 =2z+ 1, so lassen wir z die ganze Ordinatenlinie beschreiben. 
2, beschreibt eine Parallele, die durch den Punkt 1 hindurchgeht; y ıst 
der zwischen beiden liegende Parallelstreifen. 

Ist endlich 2, = 2g, und |9g,<1, so durchläuft, wenn z einen Kreis 
mit dem Radius 1 um den Nullpunkt beschreibt, 2, einen konzentrischen; 
y ist die Ringfläche zwischen beiden. 

Den Punkt c nehmen wir irgendwo im Innern von y an. Da zu 
ihm der Punkt x = w gehört, so ist der Teil der x-Ebene, der dem Ge- 
biete y entspricht, ein unendlich ausgedehnter; wir nennen ihn @. Aber 
er ist begrenzt durch zwei Kreise oder zwei Kreisbogen K_, und Ä,; die 
beiden Linien stehen durch die Gleichung &, = (x) in der Beziehung, daß 
x, auf K, beschränkt wird, wenn man x selbst auf X_, beschränkt. Und 
wenn x die Linie X_, so durchläuft, daß das Gebiet @ zur Linken bleibt, 
so bleibt @ ‚zur Rechten bei der entsprechenden Bewegung des Punktes z,. 
Daraus folgt weiter, daß einem Punkte x, der außerhalb @, aber ın der 
Nähe von K_, liegt, ein kongruenter x, entspricht in der Nähe von X,, 
aber innerhalb @. 

Im Falle 2, =zg, qg =1 wird die Begrenzung von @ durch zwei 
von a nach b führende Kreisbogen gebildet. Die sich selbst entsprechenden 
Punkte a,b liegen also auf der Begrenzung des Gebiets; wir nennen sie 
die besonderen Punkte der Grenze. 

Im Falle 2, =z + 1 bilden zwei sich im Punkte « berührende Kreise 
die Begrenzung, und «a ist, als Punkt der Grenze, doppelt zu rechnen. 
Denn wenn man die ganze Grenze so durchläuft, daß das Gebiet @ be- 
ständig zur Linken bleibt, trifft man zweimal auf den Punkt «. 

Im Falle 2,=zg, gqg <1 wird die Grenze von @ durch zwei sich 
nicht berührende Kreise gebildet; « liegt im Innern des einen, b in dem 
anderen Kreise ; es gibt daher auf der Begrenzung keine besonderen Punkte. 

j* 
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Wir wollen den zweiten Fall (z, = 2z-+ 1) als den trigonometrischen, 
den dritten als den elliptischen bezeichnen. 

Jetzt können wir die Klasse definieren. Sie umfaßt diejenigen 
Funktionen von &, die im Innern und auf der Grenze von @ eindeutig 
sind und sich, abgesehen von den besonderen Punkten der Grenze, wie 
rationale verhalten, die aber auch in den besonderen Punkten der Grenze 
bestimmte Werte haben, denen sie sich stetig nähern, wenn x vom Innern 
des Gebietes @ aus zu diesen Grenzstellen vordringt; die schließlich, was 
die Hauptsache ist, beim Übergange von x zu z, durch das Gebiet @ hin- 
durch zum Anfangswerte zurückkehren, so daß F(z,) =F(xz) wird. Es ıst 
noch zu bemerken : Im trigonometrischen Falle sind Klassenfunktionen zu- 
lässig, die im Berührungspunkte a zwei verschiedene Werte annehmen, je 
nachdem sich x dem Punkte von der einen oder anderen Seite her nähert. — 
Nun gelten die drei Sätze, von denen der erste keinen Beweis braucht: 

Jede ganze Funktion von mehreren Klassenfunktionen ist wieder 
eine Klassenfunktion oder eine Konstante. 

Es gibt keine Klassenfunktion, die in @ nirgends unendlich wird. 

Je zwei Klassenfunktionen w,w’ sind durch eine algebraische 
Gleichung verbunden. 

Nehmen wir an, es existiere eine Klassenfunktion »&, die im Innern 
und an der Grenze stets endlich bleibt. Jedes Polynom g(w) stellt dann 
eine Klassenfunktion von derselben Beschaffenheit dar. Aber man kann 
die Koeffizienten von g(w) so wählen, daß die neue Funktion in beliebig 
vielen Punkten von @ verschwindet, speziell so, daß sie in den beson- 
deren Punkten der Grenze den Wert 0 annimmt. Wir dürfen uns deshalb 
die Funktion w selbst so gewählt denken, daß sie, wenn auf der Grenze 
besondere Punkte vorhanden sind, in ihnen nur den einen Wert 0 hat. 
Es sei x, ein beliebiger Punkt im Innern oder auf der Grenze von @. 
Liegt x, im Innern, so gibt es in beliebiger Nähe von z,, also auch im 
Innern, andere Punkte x’, in denen |w| größer ist als in z,. Ist z, ein 
besonderer Punkt der Grenze, so gilt dasselbe; denn dort ist w gleich 0. 
Ist x, ein anderer Punkt der Grenze, z. B. auf X_,, so gibt es, da dort w 
regulir ist, ebenfalls in jeder Nähe von x, andere Punkte x’, in denen |w) 


größer ist als in z,. Sie könnten außerhalb @ liegen. Aber dann würden die 
ihnen kongruenten Punkte x| in der Nähe von X, und innerhalb @ liegen. 











>» 
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Ist x, ein Punkt der anderen Randlinie X,, so gilt dasselbe. Zu jedem 
Punkte ım Innern und auf der Grenze von ( würde es demnach andere 
Punkte geben, in denen der absolute Wert von w größer ist. Das ist un- 
möglich ; folglich existiert keine Funktion der vorausgesetzten Art. 

Damit ist der zweite Satz bewiesen. Gehen wir zum dritten über. 
Wir nehmen zunächst an, daß die Funktionen » und w’ ın den besonderen 
Punkten der Grenze nicht unendlich werden. In allen anderen Punkten 
im Innern und auf der Grenze von @ verhalten sich ® und w’ wie ratio- 
nale Funktionen von x. Die Anzahl der Stellen, wo sie unendlich werden, 
sei n, und m die größte Ordnungszahl. Wir bilden aus ® und w’ ein 
Polynom r-ten Grades. Dies besteht, wenn man von dem konstanten 
Gliede absieht, aus I4r(r-+ 3) einzelnen Funktionen, deren jede nur an 
den » Stellen unendlich wird, an keiner von höherer Ordnung als mr. 
Ist Lr(r +3) größer als nmr, also r+3 größer als 2mn, so kann man 
die Koeffizienten so wählen, daß das Polynom im Gebiet @ nirgends 
unendlich wird. Dann muß es nach dem zweiten Satz gleich einer Kon- 
stanten sein; es besteht also zwischen » und w’ eine algebraische Gleichung. 
— Lassen wir jetzt zu, daß » und w auch in den besondern Punkten 
der Grenze unendlich werden. Wir wählen einen Wert «, den ® und wo 
in diesen besonderen Punkten nicht annehmen. Dann folgt aus dem Be- 


1 
wiesenen, daß eine algebraische Gleichung besteht zwischen _ _ und 


— also auch eine Gleichung zwischen » und w’, 

Dies sınd Sätze, die auch unter viel allgemeineren Voraussetzungen 
gelten. Statt des einen Linienpaares X,, K_, denken wir uns beliebig viele 
gegeben, jedes einzelne durch eine Gleichung z, = p,(x) so verbunden, dab 
gleichzeitig x die Linie Ä_,, x, die Linie X, durchläuft. Wir nehmen an, daß 
alle diese Linien die Begrenzung eines zusammenhängenden Teiles @ der Ebene 
bilden; sie brauchen nicht Kreise oder Kreisbogen zu sein, und ebenso- 
wenig brauchen die %,(x) lineare Funktionen zu sein. Aber sie sollen so 
beschaffen sein, daß, wenn bei der Bewegung des Punktes x auf der 
Linie K_, das Gebiet @ zur Linken bleibt, bei der entsprechenden Be- 
wegung von x, das Gebiet zur Rechten liegt. 

Wir definieren im übrigen die Klassenfunktionen ganz so wie vorhin. 
Sie sollen eindeutig sein im Gebiete @ und im allgemeinen, sowohl im 
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Innern wie auf der Grenze, sich wie rationale verhalten. Nur in den be- 
sonderen Punkten der Grenze, wo zwei Strecken zusammenstoßen, dürfen 
sie singulär werden, aber sie sollen bestimmte Werte annehmen bei der 
Annäherung von x an einen solchen singulären Punkt vom Gebiete @ 
aus. Ferner sollen sie zu den ursprünglichen Werten zurückkehren, wenn 
man von einem Punkte x, der auf einer Randstrecke Ä_, liegt, durch 
das Gebiet hindurch zu dem entsprechenden auf X, übergeht. Dann be- 
stehen dieselben drei Sätze, die wir aufgestellt haben, und sie werden 
genau ebenso bewiesen. — 

Für den Fall, wo zwei Kreisbogen die Begrenzung von @ bilden, 
die nach dem Gebiete hin den Winkel » einschließen, läßt sich eine Klassen - 
funktion sehr leicht bilden : 


Zn 
u=2”, 
und es läßt sich zeigen, daß alle anderen rationale Funktionen von u sind. 
Diesen Fall lassen wir beiseite, so daß nur der trigonometrische und der ellip- 
tische übrig bleibt. Eine Theorie der elliptischen oder auch der trigono- 
metrischen Funktionen auf Grund der Klassendefinition ist nichts Neues. 
Man wird z. B. mit großem Interesse die schon aus dem Jahre 1851 
stammenden Bemerkungen hierüber von Cauchy, Liowvile, Hermite lesen 
(©. R. de !’Ac. des sciences, Paris, t. 32, p. 267, 442, 450, 452). Aber ich 
glaube, daß die Betrachtungen noch zu ergänzen sind, und namentlich, daß 
die Stellung des Jacobischen Theta in dieser Theorie deutlich zu machen 
ist. Es handelt sich um Dinge, die zum Teil weitergehen und sich wieder- 
holen bei höheren Funktionen, welche viel später als die elliptischen ent- 
deckt worden sind. 

Wir fangen mit dem trigonometrischen Falle an, der scheinbar der 
leichtere, eigentlich der schwierigere ist. Die Punkte 2, =2+4 liegen, in 
bestimmter Reihenfolge, auf einer geraden Linie, die durch 2 hindurchgeht 
und die beiden Grenzen des Parallelstreifens senkrecht durchkreuzt. Daraus 
folgt: Die Punkte x, liegen auf einem durch & hindurchgehenden Kreise, 
der die beiden Kreise X, und Ä_, in ihrem Berührungspunkte « senkrecht 
schneidet. Zwischen x, und x,,, liegt auf dem Orthogonalkreise kein weiterer 
kongruenter Punkt. Es ist demnach 


= una <dI, 
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wo 4 die Peripherie des durch z hindurchgehenden Orthogonalkreises be- 
deutet. Wir können mehr sagen. Es sei x’ ein anderer Punkt des Ortho- 
gonalkreises, und zwar zwischen x und x, gelegen. Dann liegt allgemein 
x, zwischen x, und z,,,; es ist daher 
3 —-<|en 2), 
und somit auch 
Eu -%|<4. 

4 ist eine von der Lage des Punktes x abhängige Größe, die entschieden 
unendlich klein wird bei der Annäherung von x an a innerhalb des Ge- 
bietes @. Sie kann auch unendlich groß werden, indem der Kreis in eine 
gerade Linie übergeht. Die Summen bleiben trotzdem konvergent. Zwei 
ihrer Glieder können beliebig groß sein; alle übrigen zusammengenommen 
sind kleiner als der Teil des Geraden, der innerhalb X, und K_, fällt. 

Hiernach ist &'(x,— x;) unbedingt konvergent, wenn z’ auf demselben 
Kreise liegt, wie die Punkte x,, und zwar zwischen x und z,. Von diesen 
beschränkenden Bedingungen können wir vollständig absehen. Nehmen 
wir statt x, x’ irgend zwei Punkte der Ebene, X, X”, beliebig, nur von «a 
verschieden, so ist das Verhältnis der Differenz X,— X} zu 2, —x/ eine 
rationale Funktion von A, die offenbar für = wo nicht unendlich groß 
wird. Daraus folgt, daß (X, — A7;) konvergent ist, wenn (2, — x) 
konvergiert. Wir dürfen demnach setzen: 

=(,—-z) su—u, 

wo u eine Funktion der Variabeln x, w’ dieselbe von x’ ist. Die Funktion w, 
die durch diese Gleichung bis auf eine addıtive Konstante bestimmt ist, 
existiert in der ganzen Ebene, mit Ausnahme des Punktes @; sie wird un- 
endlich, von der ersten Ordnung, im unendlich fernen Punkte und allen 
ihm kongruenten. 

Wir dürfen die Gleichung nach x differenzieren. Da 


dm __ de 
(mat (za)? 
ist, so erhalten wir 
du 
(x — a)? 7, = (2, — a). 


Diese zweite Funktion bezeichnen wir mit 97. p und u haben beide die 
Eigenschaft, ungeändert zu bleiben, wenn man von z zu x, übergeht. Bei 
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p ıst dies unmittelbar deutlich; für « gilt es ebenfalls. Denn setzt man 
für x’ den zu x kongruenten Wert z,, so geht x in z,,, über, der Aus- 
druck für w— uw’ also in die Summe 
=(%, — %yı)- 

Aber diese Summe ist 0, da x, bei zunehmendem und bei abnehmendem 4 
gegen denselben Wert a konvergiert. 

Aus der Konvergenz von (x, — x;) folgt unmittelbar die von 

Z(R(o) — R(m)), | 

wenn R(x) irgendeine rationale Funktion von x ist, die für z=a nicht 
unendlich wird; denn das Verhältnis von R(z,) — R(x}) zu z,— x7 nähert 
sich mit wachsendem und abnehmendem 4 dem Werte R’(a). Man kann 
die Summe gleich U — U’ setzen, wo wieder U nur von x, U’ nur von #° 
abhängt; und U bleibt, ebenso wie uw, ungeändert, wenn man x durch z, 
ersetzt. Man kann, vermöge dieses Ausdrucks, Funktionen bilden, die die 
Invarianteneigenschaft haben, und die in einer Reihe willkürlich gegebener 
inkongruenter Punkte in vorgeschriebener Weise unendlich werden. 

Bedeutet aber R(x) eine rationale Funktion, die fürz =a von der 
zweiten Ordnung oder einer höheren verschwindet, so ist schlechthin 


konvergent. Dies folgt aus der Konvergenz von &(z, — a)’; denn das Ver- 
hältnis von R(z,) zu (2, — a)” hat für A=+ wo und A=— w den Grenz- 


wert IR” (a). 

Man kann aber die U und die V nicht ohne weiteres als Klassen- 
funktionen bezeichnen. Dazu muß man erst feststellen, was aus ihnen 
wird, wenn sich x im Gebiete @ dem Punkt «a nähert. Für die VY-Funktionen 
läßt sich die Frage leicht entscheiden; sie werden unendlich klein bei der 
Annäherung von x an a. 

z, —x ist eine rationale Funktion zweiten Grades, die für =«a 
von der zweiten Ordnung verschwindet. Verstehen wir unter R(x) irgend- 
eine rationale Funktion, die nur innerhalb @ unendlich wird, und die 
oleichfalls für z= a von der zweiten Ordnung verschwindet, oder einer 

R(&) 


höheren, so wird auch der Quotient Se im Innern von @ unendlich 
1 


und nicht an der Grenze. Es läßt sich daher eine Zahl M angeben, die 
größer ist als jeder Wert, den 
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ka) | 
y—%| 
außerhalb @ und auf der Grenze von @ annimmt. Nehmen wir nun & 
innerhalb oder auf der Grenze von @ an, so liegt jeder von x verschiedene 
Punkt x, außerhalb oder auf der Grenze. Es ist daher, von A =0 ab- 
gesehen, 
Ra) <M on 2; 
und da 2 %,,,—2,|< 4 ist, so haben wir: 
IVI<|R(z)!+M-4. 

Aber sowohl R(z) wie 4 werden unendlich klein bei der Annäherung von 
z ana. 

Damit ist bewiesen, daß die V-Funktionen zur Klasse gehören. 
Wir haben zwar die Voraussetzung gemacht, daß R(x) nur im Innern von 
@ unendlich werden soll; aber wenn man von ihr absieht, bleibt der Be- 
weis im wesentlichen derselbe; man hat nur, statt eines, mehrere Glieder 
von ZR(z,) abzusondern. 

Nehmen wir jetzt nur an, daß R(z) für «= «a nicht unendlich wird. 
Indem wir die Gleichung 

U—U’= ER(z) —- R(r;) 
differenzieren, erhalten wir: 
(2 — a) ed = ER (z,) (2, — a). 


Diese aus U abgeleitete ist also eine V-Funktion; sie verschwindet im 
Punkte a. Es ist ferner: 
R(2) = R(a) + R’(a)(«—a)+ R(e), 
wo R(x) für ©=a von der zweiten Ordnung verschwindet. Demnach 
konvergiert 
= ER(z,) 
und wird gleich 0 für x&=a. Man hat aber dann: 
U-U=Rl(a)u-wW)+V—-V. 
Daraus folgt: Jede U-Funktion läßt sich in der Form 
U=e+Pu+ V 
darstellen; es kommt daher bloß darauf an, zu erkennen, was aus u wird, 
wenn x sich dem Punkte a nähert. 
Ersetzt man in dem Ausdruck für «— uw’ die Punkte x, x’ durch 
ihre konjugierten, so gehen, wenn man —A= u setzt, x, und x; in die 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 1. 2 
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konjugierten Punkte zu z, und x/, über, die Differenz 2,—x; also in 
%,—%,. Daraus folgt, daß u—w in wW—u, u selbst in O— u über- 
geht, wo C' eine Konstante bedeutet. Wir setzen sie gleich 0, so daß 
direkt u(y) =— u(x) ist. Die Funktion « ist hiermit vollständig definiert; 
es ist u= 4(u(x) —u(y)), und daher: 
u=},2(0,—Y). 

Wir beschränken x auf die gerade Linie, die durch « hindurchgeht 

und ın a die Kreise X, und Ä_, berührt. Sie wird dargestellt durch die 


Gleichung 
zt=a+ 4tt, 


wo t eine reelle Veränderliche ist. — Denn die entsprechende Linie in der 


z-Ebene, z=c— ‚ ist die durch ce gehende Parallele zu den Randlinien 
des Streifens. Läßt man i abnehmen von einem positiven Werte bis zu 0, 
so bewegt sich der Punkt z so, daß er die Ordinatenachse zur Rechten hat. 
Folglich nähert sich in der anderen Ebene der variable Punkt z dem 


festen a in der Weise, daß K_, zur Rechten, X, zur Linken bleibt. 


Es ist nun 
Art 
ae 
y, entsteht hieraus, indem man t durch —t ersetzt. Folglich ist: 
Art 


I(&, er Y;) Fr ı1+2r 
und «= Arcf(t), wo f(t) die reelle Funktion bedeutet: 





t Le) 
a Fa Pu 
Id=-21, pr 722 Ir me 


Wir nehmen ? positiv an. Der Wert des von At bis (A + 1)i erstreckten 
Integrals 

DL 
J1+»# 
liegt zwischen 


t i 
und 





1 +22 1+(A +18 
Die Summe dieser Integrale ist aber gleich In. Daraus folgt, daß 
zwischen f(t) +t und f(t)—t,f(t) selbst zwischen a+t und n—1 liegt. 
Nehmen wir aber it negativ an: {= — r, so ist auch f(t) = —f(r). 
Folglich liegt in diesem Falle f(£) zwischen -_n+t und -_n—t. Daraus 
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geht weiter hervor, daß im ersten Falle w— Ani , im zweiten u+ Ani 
kleiner als |2—a} ist. 

Nehmen wir jetzt einen Punkt x’ an, der seitwärts von der geraden 
Linie liegt, aber ebenfalls im Gebiete @. Wir ordnen ihm denjenigen 
Punkt x zu, der auf der Linie selbst liegt und auf demselben Orthogonal- 
kreise wie x. Der Wertunterschied der Funktion vw in beiden Punkten, 
der durch die Summe (2, —x;) ausgedrückt wird, ist kleiner als die 
Peripherie des Orthogonalkreises, also kleiner als eine Größe 4, die selbst 
bei der Annäherung von z und x’ an a unendlich klein wird. Folglich 
können wir sagen, daß auf jedem Wege, der innerhalb @ so zu a führt, 
daß K, zur Linken bleibt, « stetig in + Aa: übergeht, auf jedem Wege, 
der von der anderen Seite kommt, in — Ani. 

w selbst hat demnach im Punkte a zwei verschiedene Werte. 
Aber das widerspricht nicht der Klassendefinition ; auch « ist eine Funktion 
der Klasse. 

u wird im Gebiete @ nur an der unendlich fernen Stelle unendlich, 


° von der dritten Ordnung 


wie c—a. ww wird dort von der zweiten, u 
unendlich, u.s.f. Denkt man sich irgendeine Klassenfunktion F(z), die 
im Gebiete @ nur an der unendlich fernen Stelle unendlich wird, so kann 
man sicher eine ganze Funktion von u bilden, die, als abhängig von x 
betrachtet, genau in derselben Weise unendlich wird wie F(x). Dann muß 
aber die Differenz beider Größen konstant sein; demnach ist F(x) als ganze 


Funktion von « darstellbar. 


u „du u 
Dazu gehört auchp = (z— a)’ ,-, und zwar muß dies eine quadratische 


dx 
Funktion von u sein. Aber p wird entschieden 0 ım Punkte a, während 
u dort sowohl gleich Ari wie gleich — An: werden kann. Deshalb muß 
p proportional u” + An? sein und sogar gleich diesem Ausdruck, da, für 
z=wx, p wie (c—a), u wie @—a unendlich wird. Es genügt also w der 


Differentialgleichung 


(x — a)” .. = wW-+ A’n. 


Jetzt läßt sich leicht beweisen : Jede Funktion der Klasse ist eine 
rationale von u. 
Denn es sei ® die Klassenfunkt!ion und «& ein Wert. dem sie sich 


bei der Annäherung von z an a im Gebiete @ nicht nähert. Dann läßt 
)%* 
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sich eine ganze Funktion L(u) aufstellen, die im Gebiete @ an allen Stellen, 


abgesehen von der unendlich fernen, verschwindet, wo »— « gleich 0 wird, 
und mindestens von derselben Ordnung. Der Quotient aueh: ist dann eine 
Klassenfunktion, die in @ nur für = oo unendlich groß wird, also ebenso 
wie L(u) als ganze Funktion von u ausdrückbar. Dann hat man 
Ri 
M (u) 

Daraus folgt weiter: « kann nicht denselben Wert haben in zwei 
inkongruenten Punkten und auch nicht den Wert Ans oder — Ani ın 


einem von «a verschiedenen Punkte. Denn man kann Klassenfunktionen 


w=0a-+ 


bilden — also rationale von u — die in dem einen Punkte unendlich werden, 
in dem anderen nicht. 

Ebenso wichtig wie der Summenausdruck ist die Produktdarstellung 
der trigonometrischen Funktionen. Ein Produkt ist unbedingt konvergent, 
wenn die Summe der um 1 verminderten Faktoren konvergiert. Demnach 
ist //R(x,) unbedingt konvergent, wenn R(x) eine rationale Funktion ist, 
die für 2=a den Wert 1 hat, während R’(a)=0 ist; und wenn R(x) 
irgendeine rationale Funktion bedeutet, die für x = a nicht unendlich wird, 
so ist wenigstens das Produkt 

k(« 
1) 
unbedingt konvergent (außer fürx=a oder «@=a). Nicht nur der erste, 
sondern auch der zweite Ausdruck, wenn man in ihm «’ als fest annimmt, 
stellt eine Funktion von x dar, die der Bedingung F(z,) = F(x) genügt, 
und, wie leicht zu beweisen ist, eine Klassenfunktion. 
Wir nehmen für R(x) einen linearen Ausdruck 


ı—$ 
R(x) = 7 ag 
Wir schreiben außerdem % statt «&° — wo y nicht den zu x konjugierten, 


sondern einen willkürlichen Punkt bedeuten soll. Dann ist 


a—$ _.n‘ 
(2,455, n7)= a. 2 


eine Form, in der wir nach Belieben alle vier Punkte &,y,5,n, oder 
auch nur den einen, x, als veränderlich betrachten. Sie ist eine Funk- 
tion von %, dargestellt als Produkt von unendlich vielen Linearfaktoren, 
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die im Punkte & und allen kongruenten verschwindet, in 7 und den kon- 
gruenten unendlich groß, im Punkte % gleich 1 wird; sie bleibt unge- 
ändert, wenn man x durch x, ersetzt. 

Jeder Faktor ist ein Doppelverhältnis von vier Punkten. Dies 
bleibt ungeändert, wenn man die vier Punkte einer und derselben linearen 
Transformation unterwirift. Nehmen wir einen Faktor, der zu einem 


negativen A gehört: A=— u. Dann gehen z,,Y,,5,n durch eine und 
dieselbe Transformation in z,%,$,,n,„ über; es ıst daher: 

%—E Yı nm end Zac 

mn n—-E u-Yy mE 


Hier zeigt sich, daß bei j* Vertauschung von z,y mit $,n der 
zu A=0 gehörige Faktor ungeändert bleibt, während die übrigen paar- 
weise ineinander übergehen; es ist also: 

(2,9 5,n)= (5,15%, 9). 
Nennen wir v,c,ß die Werte von w in den Punkten y,$,n, so ist: 


u-—a v— 
2,957) = ey IE 


Denn der Ausdruck rechts stellt eine Funktion von x dar, die genau für 
dieselben Werte O0 und » wird, wie der linke, und die auch für = y 


den Wert 1 hat. Bezeichnet man also den einen mit , den andern mit 


v, so ist -), eine in der ganzen Ebene, mit Ausnahme höchstens des 


Punktes a, reguläre Funktion, die nie Null, nie unendlich, und die für 
z=y gleich 1 wird. Sie muß einfach eine Konstante, und zwar gleich 1 
sein. Denn es ist 

dy 


ae El da m 1 4 1 ER 
(X a) p u I cs „@ a), 
1 dw „du 
a)? u 
v ds -(,- u ah ds’ 


Beides sind Klassenfunktionen, und zwar solche, die im Punkte a ver- 


(2 — 


schwinden. Ihre Differenz aber wird nirgends unendlich; folglich ist sie 
identisch Null. Der Quotient von und w ist daher konstant und 
gleich 1. 
Der Ausdruck (z,y;$,n), der nunmehr in den beiden Formen: 
o—$, ch. Ver a ters 4 


in y-Fisı mn MY 
und 
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dargestellt werden kann, wird unendlich, wenn man y=$&, oder n=% 
setzt. Aber das Produkt 
(2,45 8; m) (a n)(y— 5) 
geht für y=&,n=x in eine bestimmte Funktion von x und $ über. 
Einerseits bekommen wir, da für y=&,n=x die Größe v in «, $ in u, 
uf „me 0-8 > 06 
en de’ y—$ de 





übergeht: 
—(u-a) 
 duda 
dx ds 
Auf der anderen Seite wird ein Faktor gleich — (x — &)?, die übrigen werden 
paarweise einander gleich; es ergibt sich daher: 





dz de 
wobei &(x,$) das Produkt bedeutet: 
BER EEE Oi. Yarı, 9 bon 
a 7 ep: m) 
Alle Faktoren dieses Produkts mit Ausnahme des ersten, werden gleich 1, 
wenn man x mit & zusammenfallen läßt. Es ist daher 


E(x, &) ie 
an au 1 für z=$ 
Wenn wir schreiben 
u—a 
Ze E@S), 
in jün Ber) 
da Y ds 
so ıst das Vorzeichen richtig gewählt; denn .es wird 
u—a da... 


Man sieht unmittelbar, daß sich der Produktausdruck (x, y; $,n) 
in folgender Weise durch die Z-Funktion ausdrücken läßt: 


_ E@, 5) E(y, 9) 
EN Ey, 
Wir führen statt Z(x,$) ein 


Ab(a,E) 





= S(2,$). 


@-a)E- a” 
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An die Stelle des ersten Faktors 2 —& tritt dann der folgende: 
Me 
(e—a)(E—a) E-a z-—a 
Die eben aufgestellte Formel aber bleibt richtig, wenn wir die E- durch 
die S-Funktion ersetzen. Da 








= S(z,£). 


S(x,&) ist eine eindeutige Funktion von x, und ihr Quadrat, da es rational 
durch « ausdrückbar ist, eine Klassenfunktion. Es ist daher S?(z,, &) 
= S°(x,$8). S(z,,&) selbst aber kann nicht gleich $(x, 5) sein. Denn sonst 
wäre S(z,&) eine Klassenfunktion. Das ist nicht der Fall, denn es ist 
nicht rational in u. Folglich ist S(x,,$)= — S(z,). 

Die Faktoren von S(xz,£&) sind, mit Ausnahme des ersten, quadra- 
tische Funktionen von x. Jeder wird Null für zwei kongruente Werte 
z=&, und z=— $,, unendlich von der zweiten Ordnung für z=a, gleich 1 
für 2=&. Wenn wir aber den ersten Faktor mit 2 bezeichnen, so sind 
die andern quadratische Funktionen von z, die gleich 0 werden für zwei 
entgegengesetzte Werte A und — 4, unendlich für z= w, und 1 fürz=0. 
Es ist daher 


Als unbedingt konvergentes Produkt von lauter Linearfaktoren läßt sich 
die Funktion bekanntlich nicht darstellen, und es ist wichtig, daß dies 
unmöglich ist. — 

Wir gehen zum elliptischen Falle über. Das Gebiet @ umfaßt die 
ganze Ebene, mit Ausnahme zweier Kreisflächen, die sich nicht berühren. 
Die beiden Kreise X, und KX_, können im übrigen beliebig gezeichnet 
werden, und wenn sie gezeichnet sind, ist es auf unendlich viele Arten 
möglich, eine lineare Funktion 2, = y(z) aufzustellen, so beschaffen, daß 
x, den Kreis X, durchläuft und das Gebiet @ zur Rechten läßt, wenn & 
den Kreis KX_, beschreibt und dabei @ zur Linken bleibt. Dann ent- 
spricht jedem Punkte x, der außerhalb ÄX_, liegt, speziell jedem Punkte 
von @, ein Punkt x, im Innern von Ä,. 
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Wir definieren wieder die Reihe der kongruenten Punkte z,, so daß 
z, mit x identisch ist, und allgemein z,,,= (2). Wenn wir x auf das 
Gebiet @ beschränken, so wird damit z, auf ein Gebiet @, beschränkt, 
das ebenfalls durch zwei Kreise begrenzt wird. Nun sind @ und G@, zwei 
verschiedene Gebiete, die im Kreise X, aneinandergrenzen; @, und @,;,ı 
gehen aus ihnen durch eine und dieselbe lineare Transformation hervor; 
es sind daher allgemein @, und @,,, benachbarte Gebiete. Daraus folgt, 
daß G, an @, grenzt, in einem Kreise X,, der @, umschließt und von @, 
umschlossen wird. Ebenso grenzt G, an G, in einem Kreise Ä,, der @, 
umschließt, usf. @_, grenzt an @ und wird von Ä_, umschlossen; dann 
kommen: @_,, @_, usf. mit den umschließenden Kreisen Ä_,, K_, usw. 

Damit sind zwei Reihen von Kreisen definiert; die eine fängt mit 
K,, die andere mit K_, an. Jeder Kreis umschließt den folgenden, und 
sie werden mit zunehmendem 4 unendlich klein. Aber es läßt sich ganz 
geometrisch mehr erkennen: auch die Summe der Radien ist eine endliche. 

Es seien R und r die Radien von Ä, und K_,, e die Entfernung 


der Mittelpunkte. Dann ıst 


eine positive Größe, die ungeändert bleibt, wenn man mit der Figur eine 
lineare Transformation vornimmt. Infolgedessen kehrt die Größe wieder 
bei jeder einzelnen Figur @,. Es sei, bei positivem 4, r, der Radius des 
Kreises, der @, umschließt, r,,, der Radius dessen, der von @, umschlossen 
wird, e, die Entfernung der Mittelpunkte. Dann ist r? + r},,— e* positiv 
und gleich 2r,r;,ı VI+x. Es ist aber r? größer als r?,, und größer als 


r7,1— e*; folglich 2r} größer als 2r;r;.ı Vl+x und r;.ı kleiner als er,, 


1 . . 

wo & den echten Bruch rar bedeutet. Danach ist r, kleiner als er, ,, 
% 

’, kleiner als &?r,, usf., und die ganze Summe der Radien aller Kreise 


der einen Reihe ist kleiner als 
r| 


r(l1+e+&®+..)= Zn 
Dasselbe gilt für die andre Reihe. 
Da die Radien unendlich klein werden, so existieren nur zwei Punkte 
der Ebene, die weder dem Gebiete @ noch einem der übrigen @, angehören; 
einer a, im Innern von Ä,, der andere b, der von ÄK_, umschlossen 
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wird. Aber dann können auch „(«a), py(b) in keinem Gebiete liegen, sie 
müssen also mit a,b identisch sein. Nun liegt « außerhalb X_,, folglich 
p(a) innerhalb X,. Es ist daher y(a) =a, uud ebenso y(b) =b. 
Dann kann die Beziehung zwischen x und x,, oder allgemeiner die 
zwischen x und z,, so dargestellt werden: 
m—a ,r—a 
a —b s—b 
Nimmt man x innerhalb G@, also x, innerhalb @, an, so wird ©, —a bei 
wachsendem 4 unendlich klein; es ist daher qg dem absoluten Werte nach 
kleiner als 1. 
Es seien x, x’ zwei Punkte, die einem und demselben Gebiete angehören. 
Dann liegen auch x,, 2; in einem und demselben Teilgebiet, und wenn dies 


/ 
37 


von @ verschieden ist, so ist die Entfernung der beiden Punkte, also x, — x 
kleiner als der Diameter des umschließenden Kreises. Aber die Summe dieser 
Diameter ist eine endliche; folglich ist Z(z,—x;) unbedingt konvergent. 

Nehmen wir x und x’ nicht ın demselben, aber in zwei benachbarten 
Gebieten an, so sei x” ein Punkt der gemeinsamen Grenze, Dann sind 
(x, — x) und (277 — x/) konvergent, also auch &(x,—x/). Dies läßt sich 
fortsetzen; die Summe konvergiert unbedingt, wenn x, x’ irgend zwei von 
a,b verschiedene Punkte sind. Wir können schreiben 

(2, —0)=u—u, 


wo u eine Funktion von x allein, «” dieselbe von x’ ist. 


Differenziert man die Gleichung, so erhält man, da 
da, Fr dx 
(ma) (m —b) (2-a)(@—b) 


ist, 
. d - 
(— a) (@—b) , = (m -a)(n —b)=p, 
(2— u) (@ 0) P- Zn a) (a, —b) (2, —a—b) -P. 


w wird im unendlich fernen Punkte und den ihm kongruenten von der 
ersten Ordnung unendlich, p von der zweiten, P von der dritten. p und 
P sind Klassenfunktionen. Ersetzt man ferner x und x’ durch die konju- 
gierten Punkte y,y’, so geht p in sich selbst über, P in —P und v— w 
in W—u. Denn es ist, fürri= —u, 

y—-a=b—z, y-b=a—z, 


2, —-a—b=a+rb—2r,. 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft ]. 3 
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Es geht daher u in Ü— u über, wo © eine Konstante ist, die man gleich 0 
setzen kann. 
Aus der Konvergenz des Ausdrucks für u— w’ folgt, daß allgemein 
Z(R(z,)— R(z;)) 
konvergiert, wenn R(x) irgendeine rationale Funktion ist, die für z=a 
und &=b nicht unendlich wird; und aus der Konvergenz von p folgt 


ebenso, daß schon 


ZR(%,) 
konvergiert, wenn R(x) für 2=a und für z=b verschwindet. Bezeichnen 
wir den ersten Ausdruck mit U — U’, — wo wieder U eine Funktion von x 


allein, U’ dieselbe von x’ ist —, den zweiten mit V. V ist eine Klassen- 
funktion. U dagegen erfährt, falls nicht R(a) = R(b) ist, eine Änderung, 
wenn man & durch x&,, und damit auch x, durch x;,, ersetzt. Diese 
Änderung wird durch die Summe dargestellt: 
Z(R(&,,) — R@)); 
sie ist daher gleich R(a) — R(b). Denn x, konvergiert bei wachsendem 7 
gegen a, bei abnehmendem gegen b. Bei der Funktion u ist R(x) =; 
wenn man also x durch x, ersetzt, geht wu in u+a— b über. 
Nun ist leicht zu sehen, daß sich ın der Form 
U = Konst. + F(R(x,) — R(x})), 

wo x’ irgendeinen festen Punkt bedeutet, jede Funktion F(x) darstellen 
läßt, die im Gebiete @, mit Einschluß der Grenze, eindeutig ist, sich wie 
eine rationale verhält, und die sich höchstens um eine additive Konstante 
ändert, wenn man von x zu x, übergeht. Denn man kann die rationale 
Funktion R(x) so wählen, daß sie im Innern von @ und auf dem einen 
Grenzkreise sich genau so verhält mit F(x), sonst aber nirgends unendlich 
wird. Dann ist die Differenz F(x)— U eine Konstante. Andernfalls wäre 
sie eine Funktion »(x), für die &(&,)— w(x) konstant ist, die ferner im 
Innern von @ und auf dem einen Kreise nicht unendlich wird — also auch 
nicht auf dem anderen. Wenn aber w(2,)— w(xz) konstant ist, so kann 


man eine Konstante x so bestimmen, daß 
ev) 


bei der Vertauschung von x mit z, ganz ungeändert bleibt. Dies wäre eine be- 
ständig endlich bleibende Klassenfunktion ; eine solche aber existiert nicht. 
Soll speziell F(x) eine Klassenfunktion sein, so muß R(a) — R(b) = 0 
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sein. Dann kann man R(a) und R(b) gleich 0 annehmen. Man kommt so 
zu dem Natz: 
Jede wirkliche Klassenfunktion ist in der Form 
Konst. + FR(z,) 
darstellbar. 
Nun bilde man die Reihe: 
w2,P,P’,p»P,P,P"P,p‘,.... 
Das sind Funktionen, die im Gebiete @ nur an der unendlich fernen Stelle 
unendlich werden, von der ersten, zweiten, dritten, vierten Ordnung usw. 
Aus ihnen kann man linear eine Funktion zusammensetzen, die im un- 
endlich fernen Punkte unendlich wird wie eine willkürlich vorgeschriebene 
ganze Funktion von x. Daraus folgt, daß jede Funktion U, die in der 
Grundfläche nur an der unendlich fernen Stelle unendlich wird, sich dar- 
stellen läßt in der Form: 
eur Fp)+Pelp), 
wo « eine Konstante, F und @ ganze Funktionen von p sind. Soll dies 
eine Klassenfunktion sein, so muß das erste Glied fortfallen, also « gleich 
0 sein. Nun sei Ä(x) eine beliebige Klassenfunktion. Man kann dann 
zunächst eine ganze Funktion H(p) bilden, die, als abhängig von x be- 
trachtet, an allen Stellen der Grundfläche verschwindet, wo K(x) gleich 0 
ist, abgesehen vom Punkte o. Alsdann ist der Quotient von H(p) durch 
K(x) eine Funktion, die in @ nur an der unendlich fernen Stelle unendlich 
wird, also in der Form F(p) + PG(p) darstellbar. Daraus folgt: Jede 
Klassenfunktion läßt sich rational durch p und P ausdrücken, 

Zu den Klassenfunktionen, die nur im unendlich fernen Punkte und 
in den ihm kongruenten unendlich werden, gehört auch P?; es muß daher 
PF=F(p)+@(p)- P 
sein, und zwar darf hier F(») nur vom dritten, @(p) nur vom ersten Grade 
sein. Aber @(p) ist einfach gleich 0. Denn wenn man x durch den kon- 
jugierten Punkt ersetzt, so geht p in sich selbst, P aber in — P über. 

Somit hat man 

P=YVR(p), 
wo R(p) eine ganze Funktion dritten Grades bedeutet; der Anfangskoeffizient 
ist 4. Aus den sonstigen Gleichungen zwischen u,p und ? folgt: 


* 
53* 
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du = di 
VR(p) 
a 
(.—a)(@—b) VRp) 
Die Gesamtheit der Klassenfunktionen aber fällt zusammen mit der der 
rationalen von p und YR(p). 
Zur Theorie gehört auch hier, daß man neben den Summen die 
Produkte ins Auge faßt. Die beiden allgemeinen Formen sind: 


R(«,) ' 
11 Rai) und //R(z,). 
Die erste konvergiert, wenn R(x) eine beliebige rationale Funktion bedeutet, 
die für 2= «a und x=b weder 0 noch » wird, die zweite nur dann, wenn 


R(a)= R(b) =1 ist. 


Die zweite Form stellt unmittelbar Klassenfunktionen dar, und zwar — 


wenn man noch einen konstanten Faktor hinzufügt — alle. Die erste 
definiert eigentlich einen Quotienten 

F(x) 

F(a@) 


und es ist 
F (x) R(&+1) k(a) 
m = Hl z— 
F (a) ( R(«;) ) R(b) 
so daß F(x) sıch im allgemeinen um einen konstanten Faktor ändert, wenn 
man x durch x, ersetzt. Wir beschränken uns wieder auf den Fall, wo 
R(xz) eine lineare Funktion von x ist: 
—£ 
R(z) = er 
Wir schreiben y statt x’, wo y nicht der zu x konjugierte Punkt zu sein 
braueht. Wir kommen so wieder zu dem Produktausdruck 


at pn 
u = HZ, no) 


der, als Funktion von x allein betrachtet, nicht ungeändert bleibt, wenn 
man z durch x, ersetzt, sondern die Gleichung 


F(«,) = ' 2 n—a F («) 


erfüllt. Der Ausdruck ıst deshalb von Interesse, weil sein Logarıthmus 
das elliptische Normalintegral dritter Gattung darstellt, in transzendenter 
Normierung. Die Funktion F(x), die als Produkt von unendlich vielen 
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Linearfaktoren gegeben ist, verschwindet für = $ und die kongruenten 

Werte, sie wird unendlich für = n und die kongruenten, gleich 1 für © = y. 
Nun kann man das Produkt (x,y;5, 7) auf die Form bringen: 


<—-5 y-y Bet, mn 1(; - nn —yY 

u A F. a —N ae 
Daraus geht hervor, daß (z,9;5$,n) uber bleibt, wenn man x, y 
mit &,n vertauscht. Man kann ferner die Funktion von x und & aul- 
stellen, in die 

(©, 955,17) n)(y— S) 

übergeht, wenn man n mit x, y mit $ zusammenfallen läßt. Man bekommt 
dann, da die Faktoren wieder paarweise einander gleich werden: — E?(z, S), 


wo E(x,5) der Produkt ist: 
Eiz,d) = (2-9 „® — S)(Aı — 2%) 


1X — 2) (Er — 8) 
Auch dies ıst, abgesehen von dem ersten, ein Produkt quadratischer Funk- 
tionen von z. Sie sind symmetrisch in bezug auf x und & und werden 
gleich 1, wenn z mit $ zusammenfällt; es ist daher E(z,$) eine alter- 


= 


nierende Funktion von z und $, die der Bedingung genügt: 


E(z, &) " 
i 1 für z=$, 


Es zeigt sich unmittelbar, daß 
£ii  E(z,d) E(y,n) 
2,50 E(,y) E(y,&) 
ist. Aber es fragt sich, welche Änderung E(x,&) erfährt, wenn man x 
durch den kongruenten Punkt x, ersetzt. Dabei ändert sich (z,y;$,n) um 
einen Faktor, der gleichzeitig durch 
E—a n—b E(x,,$) E(z, 2 
Bar n— a und E(z,,n) E(x, & 
dargestellt wird. Es ist daher 
Eir,s)S—b_, 
E(x, £) 5 . U (2) 
eine von $ unabhängige Größe. Wir ersetzen in dieser Gleichung $ durch 
&, & durch & und bekommen so: 
Ei,2) bb = 
E(£, x) y —a ‚a w(5). 
Diese Gleichung multiplizieren wir mit der vorigen. Da E(x,£&) alternierend 
ist, so folgt: 
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E 17 51 gb um Z 
a AT yyla). 


Aa 





Nun werden 
Ela, 81) Ed) 
%—$ı x—E 
gleich 1 für =$, aber: 
a _Iı _ GN) -b) 
—$ ds E-a(&—b) 
Wir erhalten demnach, wenn wir x mit & zusammenfallen lassen: 


&—b 
9=(7 
Somit ist: 
non g—a u —b 
Ela,s)-4 5, 5a Bw 8) 


Statt E(x,$&) betrachten wir die Funktion 








G-N)ERD _ gn.E 
E-a)  Pa°). 
Für diese gilt die Gleichung: 
h E— —b 
= de. 
Aber S(x,$) ist nicht alternierend; es ist: 
E—-a —b 
S($, x) = ; . —— S(x,$). 


S(x,&) unterscheidet sich von dem Produkt E(xz,5$) dadurch, daß an Stelle _ 
von £—£ der Faktor 


“ 


(e-Da@-8) 

(© —b)(5— a) 
getreten ist. Die übrigen Faktoren sind quadratisch; sie verschwinden für 
je zwei zu $ kongruente Werte &, und ö_,, sie werden unendlich für = «a 
und z2=b. Demnach ist S(z,&) eine in der ganzen Ebene, mit Ausnahme 
der Punkte a,b reguläre Funktion von x, die nur im Punkte $ und den 
kopgruenten verschwindet. Das Vorzeichen in der Gleichung zwischen $(z, &) 
und S(z,, $) kann nicht von den besonderen Werten der Veränderlichen und 
Parameter abhängen. Wir bestimmen es, indem wir g als reell und positiv 
annehmen und den Punkt x auf den Kreis beschränken, auf dem in diesem 
Falle die sämtlichen Punkte $, liegen. Es möge speziell x dem Bogen 
zwischen $ und ä, angehören. Der Kreis wird durch die Punkte a,b in 
zwei Teile geteilt, und die Punkte &,, also auch z, liegen sämtlich in 
demselben Teile; denn das Doppelverhältnis 
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huge o.; 
Sagen gl Fr Yan 
ist positiv. Der Ausdruck S(x,$) ist reell, da er sich aus lauter reellen 
Doppelverhältnissen zusammensetzt. Der Faktor 
g—a 2 —b 
sb z—a 
ist positiv. S(x,,&) muß aber das entgegengesetzte Vorzeichen haben wie 
S(x,&); denn indem man von x zu z, geht, kommt man nur durch einen 


Nullpunkt von S(z,$). Folglich ist 
&— —) 
S(2,,$) = — e s —_ 
Führen wir an Stelle von x die Größe 
z—a &—-b 


— 6 — 2 
s—b E—-a 


als Veränderliche ein und setzen S(xz, 5)= f(z), so ist, da 2 in gz über- 
geht, wenn man x durch x, ersetzt: 


f(q2) = 


Dieses f(z) wird nur singulär für z2=0 und z=w; es läßt sich daher in 


_ 1 
—. 


eine Reihe nach ganzen Potenzen von z entwickeln: f(z2)= &(C,z'). Aus 
der Gleichung, der f(z) genügt, folgt aber: 
OGn=-0, g’; 


C,= (— 1)! q wi. 
Demnach ist f(z) = S(z, 5) bis auf einen konstanten Faktor mit der Funktion 
10—1) 
9(2)= E(-1)%g ? z 
identisch. Aber es ist, wie aus dem Produktausdruck hervorgeht 
I(2) 
2e—1 


also ra) =0. Folglich ist: 


’ 


-1 für 2=1|, 


S(z,d)= 





In den ‚‚Fortschritten der Mathematik“, Bd. 41, S. 517, wird gesagt, 
daß eine „an sich unwahrscheinliche Vermutung“ von mir durch eine 
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Mitteilung Pryms „direkt widerlegt”’” werde*). — Wir dürfen im allgemeinen 
denen, die es übernehmen, über unsre Arbeiten zu berichten, ihr Amt nicht 
dadurch erschweren, daß wir unsererseits ihre Ausführungen einer Kritik 
unterziehen. Der vorliegende Fall bildet eine Ausnahme; wenn der Äußerung 
nicht widersprochen wird, kann sich die Vorstellung festsetzen, daß zwischen 
Prym und mir — also zwischen zwei Mathematikern, die beide Riemann 
verehren — in bezug auf Riemann eine Meinungsverschiedenheit besteht, 
die sich nicht heben läßt. Die angefochtene Stelle lautet (dieses Journal, 
Bd. 139, 8. 14—15): 

„Aber nichts und gar nichts deutet darauf hin, daß Prym und Riemann 
hierbei an andere als hyperelliptische 9 gedacht haben.‘ 

Ich spreche dabei von der Arbeit, die Prym 1866 in Zürich veröffent- 
licht hat. Was ich sage, ist gar keine Vermutung, sondern eine leicht 
erkennbare Tatsache, die Prym gewiß bereitwillig zugeben wird. 

Was Prym an der Stelle, auf die der Referent mich hinweist, über 
Riemann sagt, kann man als mehr oder weniger wichtig betrachten, mich selbst 
geht es nichts an. Denn ich bin der Ansicht, daß irgendein wichtiger 
allgemeiner Satz demjenigen vollständig und ungeteilt bleibt, der ihn gefunden 
und ohne Zögern in klarer Fassung den Fachgenossen vorgelegt hat, auch 
wenn es sich herausstellt, daß andere vor ihm denselben Gedanken hatten, 


ohne ıhn zu veröffentlichen. 


*, Prym, Untersuchungen über die Riemannsche Thetaformel und die Riemann- 
sche Charakteristikentheorie (Leipzig 1882), Vorwort S. VII. Die Notiz fängt an mit 
den irrtümlichen Worten: „Wie ich schon in meiner im Jahre 1866 erschienenen Arbeit 
„Zur Theorie der Funktionen in einer zweiblättrigen Fläche“ mitgeteilt habe.“ 











Über lineare Differentialgleichungen, bei denen die 
unabhängig Variable reell ist. 
(Zweite Mitteilung.) 


Von Herrn Oskar Perron in Tübingen. 


Einleitung. In meiner ersten Mitteilung*) habe ich mich mit der 
linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung 
”+hlaay"" re + hla)y= 0 
und allgemeiner mit dem System von n Differentialgleichungen erster 
Ordnung 


n 
y= z f,,.(2) Y, 0=1,2,...n) 
u= 


beschäftigt, wobei die Koeffizienten /,(2) bzw. /,.(z) für 2>x, stetig 
waren und mit wachsendem x gewissen endlichen Grenzwerten 
lım f; (x) — d;; lım fı,.(%) === On 


i=n Ba) 


zustrebten. Es zeigte sich, daß das Verhalten der Integrale im Unend- 
lichen abhängt von den Wurzeln der ‚charakteristischen Gleichung‘ 


oe" + ae" + +a,=0 


bzw. 
dhı,0 Aıe Adın 
ld GE Ag,n _ oO 
Anı Ang und Ann ur 0 | 


Damals habe ich vorausgesetzt, daß die reellen Teile der Wurzeln 
dieser Gleichung alle voneinander verschieden sind, und daneben an einem 


*) Bd. 142 dieses Journals. 
Journal für Mathematik. BA. 148. Heli. ° 4 
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Beispiel gezeigt, daß ohne diese Voraussetzung die erlangten Resultate 
nicht mehr durchweg Geltung behalten. In der gegenwärtigen Arbeit soll 
nun der allgemeine Fall weiter untersucht werden. Von meiner ersten 
Mitteilung brauche ich dabei nichts weiter vorauszusetzen als das Existenz- 
theorem und das Eindeutigkeitstheorem, die ich beide auch damals nicht 
bewiesen, sondern als bekannt angenommen habe. 


Erster Abschnitt. 


Systeme von rn Gleichungen erster Ordnung. 


$ 1. 


Die Koeffizienten des Systems von n Differentialgleichungen 


n 
(1.) = 2 h.(0)Y, d=1,2,...m) 
mögen für 2 >xz, stetig sein; ferner mögen die endlichen Grenzwerte 
(2.) lim hu (z) 7, Qu 


ı=® 


existieren. Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 


do Ge + dm 


Anı Ang’ An oO 
seien 01, 095 +--@n5 Sie brauchen nicht alle voneinander verschieden zu 


sein. Dann gilt 


Satz 1. Sind r,s irgend zwei reelle Zahlen, die den Ungleichungen *) 


r>Rlo)>s Q=1,2,...n) 
genügen, so gelten für jedes nicht vdentisch verschwindende Integralsystem 


von (1.) die Beziehungen: 


lim m =(, Q=1,8,...n) 
zun © 
lim nl+el+ + |Ynl in. 
es?! 


T=@ 


Beweis. Indem wir mit F,A die Matrizen 


ha fin a1 An 
F ze re R A zei o oo oo. 
VAR EP w Anı**° Ayn 
bezeichnen, können wir die Gleichungen (1.), (2.) symbolisch folgendermaßen 


schreiben: 


*) Mit R wird hier wie stets im folgenden der reelle Teil bezeichnet. 

















Perron, lineare Differentialgleichungen mit reel’en Variablen. I1. 


(1°.) (Yo...) Fly... Yu); 
(2°.) imF=4. 


za 


Bekanntlich gibt es eine Matrix B, durch welche die Matrix A ın 
folgende Form transformiert wird: 
0, Ca *** Cyn\ 
a Ban-[? ee), 
0 0. 
wo die c,, gewisse Konstanten sind, auf deren Werte es nicht ankommt. 
Wegen (2*.) wird also 
9% + Yııl®) Ca + Yıa (2) ++ Cn+ Pın(%) 


(4.) B"'FB= f2,1(%) %+ fa. (*) N Con + Pon(%) 
Pnı(?) Pn2(*) Ro. 0, + Pan(®) 
wobei die 9,.(2) für > x, stetig sind und 
(5.) lım p, (2) = 0 (,u=1,2,...n) 
ist. Macht man dann die Substitution 
(6.) (Ye) = Bla ,..-2,),; 


so transformiert sich (1*.) in 
(#4; ...5)= B"FBi2,,... 2,), 
oder in unsymbolischer Form: 


n 


n 

, L ‚ Pr . 

(7.) 2, 0, 2, 7 >> Cu Zu + B. Pıufur (=1,2,...n) 
p=hrl u=1 


Nach den Voraussetzungen von Satz 1 wird es eine Zahl r” geben, 
welche den Ungleichungen 


(8.) r>r'>N(e,) M=1,2,...n) 
genügt. Setzt man dann 
(9.) Max co, =e, 
1,1 
so kann man eine Zahl « zwischen 0 und 1 angeben derart, daß auch 
(10.) r' >NR(o;) +ena (=1,2,...n) 


ist. Bedeutet nun %,,%2,.+.. 4%, irgendein Integralsystem von (1.), ferner 
%),2g, ... 2, das vermöge (6.) transformierte System, so kann man zu einem 
beliebigen Wert z,(>z,) eine Zahl Ü angeben derart, daß die Ungleichungen 
(11.) 2, <Üee” (=1,2,...n) 
wenigstens für die Stelle x=x, gelten. Dann behaupten wir, daß sie 
4* 
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auch für 2 >z, dauernd bestehen bleiben, sofern nur x, von vornherein 
genügend groß gewählt wurde. Denn nehmen wir an, das wäre nicht der 
Fall, so sei z, die untere Grenze derjenigen z(>x,) für welche (11.) nicht 
gilt. An der Stelle z= x, ist dann für einen gewissen Index k: 

= 0A, 
(12.) u,\<(Oue”, 


1.d 1a 2% 
TA % ur 


Nun folgt aber, wenn 2, die zu z, konjugiert komplexe Größe bezeichnet, 
aus (7.), indem man speziell A=% setzt, dann mit z, multipliziert und 


den reellen Teil nimmt: 


1d ’ n x n 
= Rz) = Re) a + FE Rlor,u2,2%) + ER(pr,u2,20)- 


2 dı | u=k+l u=1 
Also ist gewiß auch mit Rücksicht auf (9.) 


1 d 
de? — Ro) eg: 2, +2 Pr.u2u2| 


und daher für 2=x, wegen (12.) a fortiori 
0? u% ’ er: — R(0,) (0? «% PL E 5 0a u-+k ersı E| Pr. ‚\O?a#t*ke arz 


u= 5 
Oder nach Division durch (?a*e’"”, und weil « < 1 sein sollte: 


"— Ro) <ene+ .. z|e.|. 
Diese Ungleichung gilt für 2=x,. Aber wenn x, genügend groß gewählt 
wurde, so wird die rechtsstehende Summe, da %,>x, ist, wegen (5.) 
beliebig klein, so daß die Ungleichung im Widerspruch mit (10.) steht. 
Daher ist die Ungleichung (11.) in der Tat für <>z, dauernd erfüllt, 
und wegen r>r? folgt aus ıhr sogleich: 
0. 


lım — 


rı 
in € 


Da aber die y, sich vermöge (6.) linear aus den z, zusammensetzen, so 


(für 2=2%,). 








wird auch 


lim 4 — 0, 
e': 


ıi=®n 


womit die erste Hälfte von Satz 1 bewiesen ist. 
Um die zweite zu beweisen, betrachten wir das zu (1.) „adjungierte 
System“: 
(13.) Yi=—- It,.(@)L.. Q=h3...n 


Dann ist 
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= B: yıY, - 3 yYı+ = yı=- ZYılus Y,+ Ar Yıf,„Yyu=°. 
Bedeutet also %,, Ya, ... % irgendein Integralsystem von (1.) (aber nicht 
das triviale „= 9% ='+*=y,„=0), so hat jedes Integralsystem von (13.) 
die Eigenschaft, daß =&y,Y, eine Konstante ıst. Dabei kann man die 
Y, so wählen, daß diese Konstante nicht verschwindet. Denn wäre sie stets 
gleich Null, so hätte man, wenn 
Y= I... =. = Yu (u=1,2,...n) 


n linear unabhängige Integralsysteme von (13.) sind, 
<= Yı Y.ı = 0, zyı Y,.= 0, ... s Y, Y;. = 0. 


Daher müßte die Determinante |Y, verschwinden, was nicht möglich ist, 
da die Y,, linear unabhängig sind. Man kann infolgedessen die Y, so 


wählen, daß 
(14.) Zyy,=1 
4=1 


ist. Wendet man nun den bereits bewiesenen Teil von Satz 1 auf das 
System (13.) an, dessen charakteristische Gleichung offenbar die Wurzeln 
— 015, — 0, +... — 0, hat, so kommt, weil s <NR(e,), also — s >R(— o,) ist, 


z Y, 
lim u. 0, d=1,2,...n) 


Daher gelten, wie klein auch die positive Zahl & sei, für genügend große 
x die Ungleichungen 

n|<ee". (d=1,2,...n) 
Also ist nach (14.) 


oder: 


womit auch die zweite Hälfte von Satz 1 bewiesen ist. 


$ 2. 
Wir beschäftigen uns weiter mit dem speziellen System von Diffe- 
rentialgleichungen 
(15.) 2, 0,2; r Ss Cu Zu z Pia (z) Zu ’ 
u=ı+1 n=1 
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wobei die Funktionen 9,,(#) für x > x, stetig sind und für imz= x 
dem Grenzwert Null zustreben. Auf ein solches System wurden wir im 
vorigen Paragraphen durch eine Transformation geführt. Zunächst be- 
weisen Wir 

Satz 2. Falls Re.) >NXR(o,) ist für A=2,3,...n, so hat das 


System (15.) eine Lösung, für welche 
lm Ei 0 (=2,3,...n) 
ı—=© 2 


ıst. Es gibt sogar n linear unabhängige Integralsysteme dieser Art. 
Wir setzen zu dem Zweck wieder 


(16.) Max |c,„|=c 
h,u 
und wählen eine positive Zahl « kleiner als 1, für welche 
(17.) RO) >NR(e,) + 2ene  d=2,3,..n) 


ist. ‚Dann sei 2,,2%,...2, irgendein Integralsystem von (15.), welches 
an einer bestimmten Stelle = x,, deren geeignete Wahl wir uns noch 
vorbehalten, den Ungleichungen genügt: 

(18.) 2(2)| <eitiz,(z)|. (R=2,3,...n) 
Alsdann werden wir zeigen, daß, wenn nur z, genügend groß gewählt 
wurde, jedem solchen Integralsystem die in Satz 2 angegebene Eigenschaft 
zukommt. Daß es n linear unabhängige Integralsysteme dieser . Art gibt, 
ist dann evident, da man ja nach dem Existenztheorem z, (2,), (2); --- 
(2) beliebig vorgeben und den Forderungen (18.) offenbar auf n unab- 
hängige Arten Genüge leisten kann. 

Zunächst können wir beweisen, daß für # >x, die Ungleichungen 
bestehen: 

(19.) 2a|<a'|z,|. (d=2,3,...n) 
Nach der Forderung (18.) sind diese nämlich für «= x, jedenfalls richtig. 
Nehmen wir aber an, sie wären für £>z, nicht immer richtig, so sei 
x, die untere Grenze derjenigen z(>x,) für welche (19.) nicht gilt. Dann 
ist für einen gewissen Index k(> 2): 


2| = "2 
(20.) 0 4 Se "la für A+k (für C=%,). 
2 dx Ze 2 dı (2) 








Dabei ist sicher z, (2) + 0; denn andernfalls wäre erst recht auch 2,(z,) = 0 
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für A=2,3,...n, so daß nach dem Eindeutigkeitstheorem die z, überall 
verschwinden müßten, während nach (18.) doch 2, (z,) + 0 ist. 

Nun ergibt sich aus (15.) für =1, indem man mit z, multipli- 
ziert und dann den reellen Teil nımmt, 


1 d | 2 = } en E 2 
2 dx 2| ”— R(o,) = = £& RC, Zu 2) + 2 Rlpı.u2u 2.) 
(21.) E= ei 





n n 
> u C = 2 u? .. P 3 fi,u 2% . 


u=?2 u=] 


Also speziell für = x, wegen (20.) 








1 d . Pi 1 2 = —1 2 
zz 1 Ro) >—cer ua 2 ’— 3 pda, 
. u=2 u=] 
oder erst recht, weil « <1 ist: 
A 1 d 2 nn an 2 „ 12 nd | 
(A.) 9 3 AU —R(e) 2 —— c1na 2, — 2° 2 $Pıul- 
De L HA 1 
Ahnlich ergibt sich aus (15.) für =k: 
1d . B | . n n 
> dr Ba N (0,) | 24) = 2 R(C, „2, z,)+ 2 RlYru?, 2.) 
(22 ). u=k+l u=1l 
£ n n 
<c 2 13,4 + 3 |$r.2.2%|- 
u=k+1 u=1 j 


Also speziell für =x, mit Rücksicht auf (20.): 


1d, sı-.ı, 2 282 |, 2 - k—: « 

— | pe z , —) pr 2 , +k—2 2 
a d: (@ ‚2 )— NR(o,)« 2 <c > ar - 4 R Pr,u a" 2, 
2 L u=k+1 u=l 


n 
2k— 2 -2 .i 
<eone "2. ’+e"?z” Pal PIE 
oder nach Division durch «?*°: 
B 1 d 2 _Nm 2 2 —|, 2 = 
(B.) en Ro)" <Senalz,’+a*z,”’ 3 |ypı.- 
L u=] 
Vergleicht man dies mit (A.), so ergibt sich nach Division durch z,°: 


RK) Re) <2ona+ 3 m.|+et zip, 
ein u= 


Dies gilt für 2=x, und steht daher wegen 2, > x,, wenn nur x, genügend 

groß gewählt wurde, im Widerspruch mit (17.). Damit ist die Ungleichung 

(19.) für 2>zx, nachgewiesen. 
Wir setzen nun 


(23.) limsup = ß, d=2,8,...n 
PAY.) | 1 


und außerdem 


n—1 


u a 
(24.) Max (B,, Vßs, VB» Vm)=P:- 
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Dann wird Satz 2 bewiesen sein, wenn wir zeigen können, daß = 0 ist. 
Wegen (19.) ist jedenfalls A, < a, also 
(25.) P<za<l. 
Wäre nun #>0, so würde es einen Index k(>1) geben, für welchen 
k—1 i—1 
B=VA>Vp, für a+k, 
ist, und man hätte speziell | 
im sup * = BH1>0, 
1 


i=%0 


Daher würde es nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Zahl & 
noch beliebig große x geben, für welche 


| 2 | N ee | [3 
(26.) Kat (? €) ’ 2 dx 2, | 


| 2] 
wäre (siehe den einfachen Beweis bei den analogen Ungleichungen (10.) 
meiner ersten Mitteilung). Außerdem ist für alle hinreichend großen z: 


2 | 
ER 


(27.) < (Pt. <1, 0=2,8,...n) 


indem man e& ja kleiner als 1— denken kann. 


Nun ist nach (21.) 
BR... 

2 d« 

also wegen (27.) für hinreichend große x: 


. A i n n 
u? <—Re)iz” + C S, 2,2|+ 2 Pıu2u2 > 
u= u= 


1 d, En n | 
u: aP<—Roe)zten(P+ eo) ar+ 12,” 2 Ipı.|- 
Pe 
Ähnlich ist nach (22.) für hinreichend große «: 
1 d 


n n 
| 2 9% s 
— H.’<—NR z."+ce 5 2,4 +23 2.2 
WE TE (0)| k| M.. Ar. k = Pr,u Fu «| 


< Ro)? +en(ß+ | °+ 12, 2 |p.| 
u= 
Aus den beiden letzten Ungleichungen folgt nun: 


1 d|iz., a 1d,,» 1 14,,% 
dahd EUER nal. BU 
2 dı| z, 2° 2 da 9 = la? 2 de ”* 
|g 2 | gr |? | zn 
<— Re) Fi Hentai + Elg, 
2 | A | Arıa- 


2 n 
rent + yau 
2 


| | 2 ' Wu 
<— Re, — 0,) a + zent HE (Yu + |Yru))- 
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Also, weil R(o, — 0;) positiv ist, wegen (26.) für gewisse Werte von x, 
unter denen auch beliebig große sind 


— E<— Re — 0): (PB — 8° + 2en(P+e)F+ 2 (91, + p4u|)- 
r-- 


Ist x genügend groß, so wird auch die Summe kleiner als e, so daß man 
erhält: 





2 <— Rn) (Be) 4 Zon(d+ + e, 
oder einfacher: 

RE <H)+ Ge + zent 
Da dies für jede noch so kleine positive Zahl & gilt, so ergibt sich, indem 
man zur Grenze lim e= 0 übergeht, 

Re) <R9) + 2enß, 
was aber wegen % <a mit (17.) im Widerspruch steht. 
Die Annahme 3 > 0 führt hiernach zu einem Widerspruch; es muß 


= 0 sein, und damit ist Satz 2 bewiesen. 


8 3. 


Der Satz 2 läßt folgende Verallgemeinerung zu: 

Satz 3. Wenn jede der Zahlen 0,, 02, ... 0, einen größeren reellen 
Teil hat als jede der übrigen o,, so hat das Gleichungssystem (15.) k linear 
unabhängige Integralsysteme 


Bee 21,» = 29,» ... 2, = Zn,v v=1,2,.. k) 
derart, daß 

2),1 21.2 21 ,,k 
Ziy1 Zi.2 Z1y,k 
. k k k 

lım — 0 
ua Zıı Zi °*" ik 
ki 22 Zk,k 


ıst für jede von (1,2,...%k) verschiedene Kombination (A,,ga,... 4.) der 
Indizes 1,2,...n. 

Der Spezialfall «= 1 läuft auf Satz 2 hinaus. Um Satz 3 allge- 
mein zu beweisen, schreiben wir in jeder Kombination (A,,Ag,... A,) die 
Elemente in ihrer natürlichen Reihenfolge (also A, < A, < +» < 4,); sodann 
ordnen wir die (%) Kombinationen in der üblichen Weise, das heißt so, 
daß (A,,A,,...A,) früher als (w,, 4, ... «,) kommt, wenn 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 1. 
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entweder 4, < u 

oder h, = At, ho < Up 

BER. + a ee 

oder endlich ,= u, Aa= 4, .. ka h< u 
ist. Das gibt gerade eine ganz bestimmte Anordnung der sämtlichen Kom- 
binationen. Nach dem gleichen Gesetz ordnen wir die Determinanten 


2,1 22 °'* Zu 


1» 


21 Zip2 °"" Zip 
und bezeichnen sie in dieser Reihenfolge mit 


v, b) U, ’ ... Un b) | 
. NN > . 
wobei m = ( 1) ist. Insbesondere ıst also 


21 7 Ed Fur) 
u =|°- . 5 ..0 . * ar, 


21 22 *'* ek) 
und wir haben nur zu zeigen, daß es solche Integrale z,,, gibt, für welche 


se 
lim = 0 (=2,3,...m) 


z—=@ v 


ist. Zu dem Zweck ordnen wir auch die (1) Zahlen 


9, r0,+°"+ 9, 
nach dem gleichen Gesetz und bezeichnen sie in dieser Reihenfolge mit 


O1, 093 22. Om.  Imsbesondere ist 


(28.) 0 =— 01 + 02 + .n.. — 0» 
und aus den Voraussetzungen von Satz 3 folgt: 
(29.) 0, p> 0,: (i=2,3,...m) 


Ist nun etwa 


(30.) . . . Eu ® . * . . — V, . 
pt Fap2 ''* ek 
also auch 


(31.) 9, r0,r + tr0,=N 
so folgt durch Differentiation von (30.): 


wer ’ | ] 
2,1 ... 2 ,.,k 2,1 ... Zi .k 


(32.) = leerer theecHthleeeen ee. 


Zt °°* Ark Zt '** Zıypk 
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Da aber die z Integrale von (15.) sind, so lassen sich ihre Ableitungen 
in (32.) vermittels (15.) ausdrücken, und man erhält, wenn zur Abkürzung 
von jeder Determinante nur die erste Kolonne geschrieben wird: 


n n 
y y 2, 1 
Hat 2 002 3 Pi, 2a r 
4 u=kh+1 u=l ur SE TE Ge GE Te Te Er TE TE BE Sn m . 
®, ag: . . . . . . . [} . D . . ..o “ az a + . + n n 
Giant nt ZN du 
2 1 BT u rar ” 
nr a Eu. Out °°*" Bus n Aut "** Bu 


a EEE te a ° pl Zn 

2,1 ""* Ak n Mt n 27 7 I 
u > 

+0, .. u... - Oiyu . . oe 80 9 + Pi, u .. 
=/;+1 =1 

il ... 2, ,k u=lyt Zu1 .. Zu u Zu °*° Zur 


Hier erscheint die Determinante 


9? Bu 


| | rt, 

21,1 °** Zipk 
zunächst multipliziert mit 

0, r0,+r°-r0,> 9- 

Die Determinanten unter den Summenzeichen sind, soweit sie nicht wegen 
Gleichheit zweier Zeilen verschwinden, wieder gewisse v, (vom Vorzeichen 
abgesehen), und zwar sind mit einem Koeffizienten £c,,. nur solche v, 
multipliziert, welche bei unserer Anordnung einen Index » größer als 4 
haben. Im übrigen kommen nur Koeffizienten vor, welche für 2= x 
dem Grenzwert Null zustreben. Infolgedessen erhalten wir für die Ab- 


leitung v; einen Ausdruck der Form: 


(33.) v) an 0,%, + = d,, V, + RP; V. (x) U,; (=1,2,...m) 
v=/i+l1 v=1 
wobei die d,, gewisse Konstanten sind und 
(34.) lim y,,(x) = 0 


ist. Mit andern Worten, die v, genügen dem System von Differential- 
gleichungen (33.). 

Wegen (29.) kann man auf das System (33.) den Satz 2 anwenden; 
danach hat (33.) ein Integralsystem, für welches 
(35.) 
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ist. Und zwar gibt es nach dem für Satz 2 gegebenen Beweis eine posi- 
tive Zahl @ und eine Zahl x, derart, daß die Ungleichungen 

(36.) va) <eto(a,)! (A=2,8,...m) 
allemal die Relationen (35.) nach sich ziehen (vgl. Formel (18.)). 

Nun kann man aber leicht k linear unabhängige Integralsysteme 
von (15.) angeben, für welche die Bedingungen (36.) erfüllt sind. Denn 
nach dem Existenztheorem kann man ja die 2,,(A=1,2,...n; u=1,2,...k) 
an der Stelle x, willkürlich vorschreiben. Wählt man sie beispielsweise 
so, daß 


lt) *°* 2(0) 
ı(%)= 0, 2: %)=0,..., 3,(2) = 9 für A>k 
ist, so wird v%,(%)=0 für 4>1, und die Ungleichungen (36.) sind gewiß 
erfüllt. Dann bestehen aber auch die Gleichungen (35.), und Satz 3 ist 
bewiesen. 


Zweiter Abschnitt. 


Anwendung auf die Gleichungen »-ter Ordnung. 


$ 4. 
Wir untersuchen jetzt eine einzelne Differentialgleichung n-ter Ordnung: 
(37.) th "++ Ay. 


Dabei sollen die Koeffizienten f, (x) für x > x, stetig sein und mit wachsendem 
x den endlichen Grenzwerten 
(38.) lım f,(z)= a, (A=1,2,...n) 


ı=n 


zustreben. Die Gleichung (37.) läßt sich auf unendlich viele Arten ın eın 
System von n Gleichungen erster Ordnung transformieren. Am einfachsten 
ist es, wenn man 
y=Yı Y- Yon... Zr’ y 
setzt; dadurch geht (37.) über in das System 
Yı= Ya; 
Yy= Ya» 


Yn—ı — Yns 

„= —la)yı Il) ya Frl@)Y- 
Dieses ist von der in $ 1 behandelten Form (1.), und die charakteristische 
Gleichung Jautet: 
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(39.) "+aen + +a,=d. 
Ihre Wurzeln seien wieder 0,, @,...@,. Aus Satz 1 folgt dann unmittelbar 
Satz 4. Bedeuten r,s irgend zwei reelle Zahlen, die den Forderungen 
r>XR(oe,) >s (=1,2,...n) 
genügen, so gelten für jedes nicht identisch verschwindende Integral von (37.) 
die Beziehungen: 


i : (n—1) 
im 4-0, imt=0, lim 7 = 0, 
BA eo’? ee rz BE eo’ 
’ 4 ... |yan—1) 
nik Au 2 a 
=® 


Übrigens lehrt die Gleichung (37.) selbst, daß dann auch noch die 


weitere Beziehung gilt: 
Er; 


lım —,. = 0 
ı=® e ’ 

Dagegen wäre es falsch etwa zu glauben, daß stets 
lim U _ 


sein müsse. Zum Beispiel genügt die Funktion y= sin der Differential- 
gleichung y”’+%y=0. Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung sind 
+V-—1, so daß s jede negative Zahl bedeuten darf. Die Gleichung 

.. ns 

lım == 


sI 
z=® q 


ist aber augenscheinlich falsch, da der Zähler für gewisse beliebig große x 


verschwindet. Wohl aber ist 
1; Isinz|+ |cos«| 
im = x 


Sin es? 


für jedes negative s, in Übereinstimmung mit Satz 4. 


8 5. 


Wir wollen jetzt die Gleichung (37.) auf eine zweite Art ın ein 
System von n Gleichungen transformieren. Setzt man sukzessive 





y= 213 
! 
21 — Or ?ı = 2% 
’ 
(40.) u Gg%a =, 
’ 
Fe” n—1 . Zus 


so ist allgemein .z, eine lineare homogene Funktion von y,y’,...4" mit 


konstanten Koeffizienten, nämlich: 
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21, =Yy, 

,=y— 01%, 

(41.)) 2,= y’— (0, + @)y’+ 01029, 

,=y"— (9 + 9%+0)Yy” + (0108 + 0105 + 9203)’ — 9102039, 





wo das allgemeine Bildungsgesetz leicht ersichtlich ist. Durch Umkehrung 
ergibt sich daraus auch y*"” als lineare homogene Funktion von 2,,2,... 2; 
mit konstanten Koeffizienten. Weiter folgt aus (40.) oder (41.): 


2 — 0 = y” - 2 ay"” +2 Y"D — Hr E09, 08 00% 
= y9 + ay"—d+ a, ya—d ++ 9, 
weil ja 0), @g,...0, die Wurzeln der Gleichung (39.) sind. Also auch, 
da y ein Integral der Gleichung (37.) sein soll, 
rn ls FE) + Fl)" + tn A@))yY- 
Die hier auftretenden Koeffizienten a, — f(x) haben für = w den Grenz- 
wert Null. Da sich aber, wie gerade bemerkt, y,y’,... y"” linear durch 


% 5 295... 2, ausdrücken lassen mit konstanten Koeffizienten, so nimmt die 
letzte Gleichung die Form an: 


n 


(42.) = z plz) 2,; 
wobei | 
(43.) lım p,(x) = 0 (u=1,2,...n) 


ist. Die Gleichung (37.) geht also durch die Substitution (40.) oder, was 
dasselbe ist, (41.) über in folgendes System: 

1=%t 2; 

3-24 2%; 

(44.) 


/ 


nm an Fr Zn» 


nit Z Yul@)2u 





Dieses ist von der speziellen Form (15.), so daß wir die Sätze 2 
und 3 darauf anwenden können. Ist zunächst R(o,) >NR(o,) für A=2,3,...n, 
so existieren nach Satz 2 n linear unabhängige Integrale mit der Eigenschaft 


R 2) 
lım = 0, (=2,8,...n) 
z=n #1 


woraus nach (41.) sukzessive folgt: 
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' r „ e (n—1) 
(45.) lim 4 = 0,, Jim I _ DE Y 0. 


N 
=o©0 = © i=® Y 


Die Gleichung (37.) selbst lehrt dann, daß auch noch 
(46.) lim PU gi 


ist. Somit ergibt sich 
Satz 5. Wenn Klo) >NR(e,) ist für 4=2,3,...n, so hat die 
Gleichung (37.) ein Integral, für welches 


y u N u 


im-=-oe, Im =g,... Im" =g 


N 
z=n Y z=o 4 = 


ist. Es gibt sogar n linear unabhängige Integrale dieser Art. 
Aus den Gleichungen (45.) und (46.) folgt leicht 
| Yy ei um 
(47.) im -=o,, lim „H)- 0, lim , a )=°.;.. lim n da 16: Ps 


z=o ıi=%0 


In der Tat bemerkt man durch den Schluß von 4 auf 4 +1, daß a 


eine Summe ist von lauter Gliedern der Form 
yaya y 
y%y Y 
wobei ebensoviele Plus- wie Minuszeichen vorkommen. Ein solches Glied 


. (a+3 ++ +öd=/+1) 


hat aber, wenn A<n-—1 ist, nach Bi 5.) und (46.) den Grenzwert 
er tt 
Ihre Summe ist also Null, womit (47.) bewiesen ist. Ebenso folgt aus 
(47.) rückwärts wıeder (45.) und (46.). 
Ist also y, ein Integral von der in Satz 5 angegebenen Art und 
Yı 
7 


setzt man "= w(xz), so hat w(x) für z= w den Grenzwert o,, während 


die n—1 ersten Ableitungen von w(x) den Grenzwert Null haben. Da y, 
auch der Differentialgleichung y’— w(x)y= 0 genügt, so können wir also 
den Satz 5 auch folgendermaßen formulieren: 

Satz 5a. Wenn R(e,) >R(o,) ist für = 2,3,...n, so gibt es 
Differentialgleichungen erster Ordnung 

y’— w(z)y= 0 
mit der Eigenschaft 
limwo(2z2)=o, lmw(z)=-0, limw’(2)=0,..., limw"(2)= 0, 


deren Integrale auch Integrale von (37.) sind. 
Bei dieser Fassung läßt der Satz die folgende Verallgemeinerung zu: 
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Satz 6. Läßt sich von der linken Seite der charakteristischen Gleichung 


="+ae"+++,=0 

eın Faktor 
oe)Ertaf ++ 

abspalten derart, daß jede Wurzel von w(e) einen größeren reellen 
Teil hat als die n—k andern Wurzeln von f(o), so gibt es Diffe- 
rentialgleichungen k-ter Ordnung 

+ al ++ mla)y= 0 
mit der Eigenschaft 

lImo,(«)=c, limw(e)=0,..., limwo"®(e2)=0, a=ı2...n 


deren sämtliche Integrale auch Integrale von (37.) sind. 

Zum Beweis seien @,, 03, ... @,; die Wurzeln von w(e); ihre reellen 
Teile sind also größer als die reellen Teile der andern Wurzeln o,,1, --- ©, 
von f(eo). Nach Satz 3 hat dann das Gleichungssystem (44.) k linear 
unabhängige Integralsysteme 


21 = 21»; 29 = Zar» .„..;, Zn = Zn» (v=1,2,...k) 
für welche 
Zn Zij,k 
2. F 
i pl Zryk 
(48.) lım == () 
=» | 21,k 
.. er 
7,1 Zk,k | 


ıst bei jeder von (1,2,...%) verschiedenen Kombination (},,A,,... 4,) der 
Indizes 1,2,...n. Diesen % Integralsystemen entsprechen vermöge der 
Transformation (41.) %k linear unabhängige Integrale von (37.), die wir mit 
Yı: Ya; ++. Y, bezeichnen wollen; es ist also 








21» Y,; 
(49.) TE nn a ME 
2,=% — (0ı + 0)Y%, + 01089, ; 


Nun wollen wir zeigen, daß diese Integrale %,, %s,...%, einer Diffe- 
rentialgleichung %-ter Ordnung von der in Satz 6 angegebenen Art genügen. 
Die homogene lineare Differentialgleichung mit den Integralen y,, %s, -.. % 
ist nämlich zunächst: 
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'Yı Yı Y Yı Yr 

(50.) ee ee 
| .3 ). .»2 8: 9 “ 2: .. 8 8 mie 
ee een 


wofür wir kürzer schreiben wollen, indem wir den Zähler nach den Ele- 
menten der letzten Kolonne entwickeln: 

(51.) yo + a la)yer + + anle)y=0. 
Es ist also nur zu zeigen, daß den Koeffizienten w, die in Satz 6 ange- 
gebene Eigenschaft zukommt. Setzt man aber zur Abkürzung 





Y ui Z,; 
y u, A Ze, 

(52.) y” ‚We 02)y' + 0,02% = Z;; 
g” + ey)» ++ t+oy= Zur 


WO C1,69,...C, die in Satz 6 angegebene Bedeutung haben, so geht die 
Gleichung (50.), indem man zu den einzelnen Zeilen der beiden Determi- 
nanten die Elemente der vorausgehenden Zeilen, mit passenden Faktoren 
multipliziert, hinzuzählt, über in: 


zZ 2 Zi 


„ ’ Zıı *** uk 
(53.) u ale Sr Sue 277 VeesHurtiN PER SE 


z ... %2 
x k,1 " k,k 
Zu+1,1 *** %+18 r41 


wofür wir, den Zähler nach den Elementen der letzten Kolonne entwickelnd, 
schreiben wollen: 

(54.) Zur + (2) + + (2) Z, = 0. 
Diese Gleichung muß nach ihrer Herleitung durch die Substitution (52.) 
übergehen in (50.), also auch in (51.). Setzt man aber für die Z, die 
Werte aus (52.) in (54.) ein, so kommt: 


Prater taytu Prada Pr er nla)y=0, 
wobei die w,(z) sich linear homogen mit konstanten Koeffizienten aus 
den %,(2) zusammensetzen, etwa 


k 
Y, (x) a. = &,uKu(®)- A=1,2,...k) 
| me 
Durch Vergleich mit (51.) folgt also: 
k 
w; (z) nm 07 + P3 €,uÄu (z) ’ (d=1,2,...K) 
u=1l Fe 


Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft l. 
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Die ın Satz 6 behaupteten Eigenschaften der Funktionen w,(x) werden 
also bewiesen sein, wenn wir zeigen können, daß 
lim x„(@) = 0, limy,(2)=0,... imyt®(a)=0 w=13...M. 


=» 7=®0 e 
ist. Nun folgt aber aus der Definition der x,(z) in (53.), (54.): 


Ayı 


(55.) %u(%) _ A’ (u=1,2,...k) 
wobeı | 
21 *** Zık 
(56.) IAh=|'-- . . |, 


21 *** Ro 
während £ 4, aus 4, hervorgeht, indem die (k— u + 1)-te Zeile durch 
Z11°** 2%. ersetzt wird. Nach (48.) ıst also zunächst 
(57.) lim x,(x) = lım 5. = (0, (u=1,2,... k) 
i=@ z=o 0 
Berechnet man nun von der Determinante 7, für u>1 die Ab- 


leitung 4, indem man zuerst die Elemente der ersten Zeile durch ihre 


Aneitrsuhgetn ersetzt, sodann die Elemente der zweiten Zeile usw., und die 
k so entstehenden Determinanten addiert, so kann man die dabei auf- 
tretenden Ableitungen z2;, wieder durch die z,, selbst ausdrücken, weil 
diese ja partikuläre Integrale des Systems (44.) sind; der größte hierbei 
auftretende vordere Index von z ist k+2. Dadurch wird schließlich 4, 
linear mit konstanten Koeffizienten aufgebaut aus lauter Determinanten, 
die, soweit sie nicht wegen Gleichheit zweier Zeilen identisch verschwinden, 
von der Art sind, wie sie in Formel (48.) im Zähler stehen. Es wird also auch 
(57'.) lım ya : (u=1,2,...h) 


T=oX 


Indem man den soeben für 4, gefundenen Ausdruck nochmals 
differenziert und dann die Ableitungen z;, wieder durch die z,, selbst 
ausdrückt, wird auch 4/ linear mit konstanten Koeffizienten aus lauter 
solchen Determinanten aufgebaut; der größte hierbei auftretende vordere 
Index von z ist k+3. Somit kommt auch 

4 


(57”.) lim #=0. (u=1,2,...k) 
z=o0 4A 





So kann man fortfahren bis zur Ableitung 44", Auch diese 
läßt sich linear aus lauter solchen Determinanten zusammensetzen, wobei 
jetzt der vordere Index der z bis zu n aufsteigt. Differenziert man dann 
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nochmals und drückt die 2/, wieder durch die z,, selbst aus, so erscheint 


auch 4%" aus lauter solchen Determinanten linear aufgebaut; nur sind 
diesmal die Koeffizienten nicht mehr konstant, sondern es treten noch 
die in (44.) vorkommenden Funktionen y,(z) auf. Da diese aber für 


z= ® den Grenzwert Null haben, so folgt doch noch: 


Ar» 
(57%®,) lım 7 —(. (u=1,2,...k) 
s=o@ 0 


Etwas anders gestaltet sich die Rechnung für «=0. Bildet man 
nämlich die Ableitung von 4, und drückt darin die Ableitungen z,, durch 
die z,, selbst aus, so erscheint 4, linear zusammengesetzt aus lauter 
Determinanten von der Art, wie sie im Zähler von (48.) stehen; außerdem 
kommt aber auch die Nennerdeterminante von (48.), d. i. 4, selbst vor. 


Ebenso ist es bei den höheren Ableitungen. Demzufolge sind die Grenzwerte 
[zZ 2 

m —,.. lim — er. 

zwar nicht Null, aber doch bestimmte endliche Zahlen *). 


Nun sieht man leicht durch den Schluß von 4 auf A+1, daß der 
Ausdruck 
M /Au 
d.- 2) (u=1,2,...k) 


eine Summe ist von lauter Gliedern der Form 
a) (5) N) 
DD A A 


E —— ... (++ +d=)) 
: ı& A,’ 
wobei übrigens auch «= 0 sein kann. Wegen des ersten Faktors ver- 
schwindet aber, wenn A<n—k ist, jedes solche Glied für Imz=x 


(nach den Gleichungen (57.) bis (57”®.)). Daher iolgt: 
im G*=0, im ,(Z) = 0... im n4(5)=0 


u A, dar k 
für u=1,2,...%. Oder also mit Rücksicht it (55.): 
lim x,(2)=0, limy,(2) =0,... Im F(2)=0. W.z.b. w. 


I=o0 zen 





*, Da in 4, der vordere Index von z nur bis zu k aufsteigt, kann man hier 
nach der gleichen Methode sogar noch eine weitere Ableitung bilden. Man findet 


unschwer: 
A 
lim — = (9, +0@+ + ou). (=1,2,...n—k41) 


ion K 
Doch kommt es auf die genauen Werte nicht an. 
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8 6. 


Unter den Voraussetzungen von Satz 6 sei %,, Ya, ...Y%, ein Funda- 
mentalsystem von Integralen der Gleichung (37.), wobei speziell %,, %s, ... %ı 
die Integrale von 

(58.) Pro @)y ++ o.la)y= 0 
seien. Es ıst also 

(59.) Pol) ?+..+0(2)y=0 für i=1,2,...k, 
und wir setzen weiter: 

(0.) Pro()Y Pt. +0(@)y=w für A=k+l,...n. 

Die «, sind linear unabhängig. Denn wäre etwa 
OU + Orte tt un 0, 
so wäre die Funktion 
Orr1Yarı + Orr2Yar2 + + OnYn 

ein Integral von (58.), ließe sich also linear durch %,, %g, ... Y, ausdrücken, 
während doch %,,%g,...%, linear unabhängig sind, Die u, sind ferner 
Funktionen, deren n—% erste Ableitungen existieren. Denn die y, haben 
als Integrale von (37.) mindestens n Ableitungen, die w, nach Satz 6 
mindestens n — k Ableitungen. Infolgedessen gibt es eine (und nur eine) 
lineare homogene Differentialgleichung 

(61.) ur» + pl) Dr... + pr (2) u= 0*) 
mit den Integralen w,,,, %;a,-.-%,.. Macht man dann in (61.) die Sub- 
stitution 

u ey, 

so hat die entstehende Differentialgleichung n-ter Ordnung für ‚y sowohl 
die Integrale %,,...%,, als auch die Integrale %,,1,... 4.5 Sie ist also mit 
(37.) identisch. Somit ergibt sich die folgende Identität: 


e— dn—k—1 | 
— (yP+oy + ..+0,Y)+ 9ı° 54 (y® + wo, y? + ...+ 0,9) 
ee aut ee 


+ a ya yEDr te ty) + hy rt + hy. 
Indem man hier die verlangten Differentiationen ausführt und dann 
die Koeffizienten von y"=”,y"=®,...y beiderseits vergleicht, erhält man: 


”. Wenn wir hier wieder das Funktionszeichen Yu benutzen, so sei bemerkt, 
daß die früher in (42.) eingeführten 9. jetzt nicht mehr vorkommen; eine Verwechslung 
erscheint also ausgeschlossen. 
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or 9 = fh; 
(n—k)o +, +Ypw+ = hf, 
FA LNETT Le + ph 
Hieraus ergibt sich, indem man x über alle Grenzen wachsen läßt, 


mit Hilfe von Satz 6 sukzessive die Existenz der folgenden Grenzwerte: 
lım pı = b,, lım fp, = b,, ...; lım — — D..; 


ı=n z ı=o® 


und zwar ist 
a+b=Aa, 


g+ba+b=@, 
Du, = Ay 
Das heißt, es besteht die Identität: 
"tage + +a,= ("+ be 4 bu. + et 4 c;) 


Somit erhalten wir 
Satz 7. Zerlegt man die linke Seite der charakteristischen Gleichung 
ka=e+aei+-+a,=0 
irgendwie ın zwei Faktoren 


f(o)= p(eo)w(p), 


trete be 
sErrtapftr + 
aber so, daß jede Wurzel von w(g) einen größeren reellen Teil 
hat als jede Wurzelvon y(o), so läßt sich die Differentialgleichung (37.) 


wobei 


auf die Form bringen: 
IT He + rl, 
wobei u die Bedeutung 
u=y®+o()yF +++ w,(2)Y 
hat und die Koeffizienten p,(x), w,(x) folgendes Verhalten zeigen: 


lim p, (x) = b,, lim o,(x) = c,, 


PER sn. [RN 
lim ©/, (2) =0,... limoY®(z)= 0. -1,2,...4 
—=@ ı=®@ 
8 7. 


Wir sind nunmehr imstande, das folgende Fundamentaltheorem 
zu beweisen: 
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| Satz 8. Sind Tr,,r25,...r, die voneinander verschiedenen 
' reellen Teile der Wurzeln der charakteristischen Gleichung und ist allgemein 
e, die Anzahl der Wurzeln mit dem reellen Teil r,, wobei mehrfache Wurzeln 
ıvhrer Vielfachheit entsprechend gezählt sind, so hat die Differentialgleichung 
(37.) ein Fundamentalsystem von Integralen, die derart in o Klassen zerfallen, 
daß allgemein für die Integrale der A-ten Klasse und ihre linearen Ver- 
bindungen die Beziehungen statthaben : 


ri 
lim BZ FI 0, 


7=o0 





kAlae. Aa hc ı are PER 


. — e)ı 


lim 


ı=on 


’ 


wie klein auch die positive Zahl e sei. Die Anzahl der Integrale der 4-ten 
Klasse ist dabei e,. 

Haben alle » Wurzeln gleichen reellen Teil, ist also o = 1, so deckt 
sich der Satz mit Satz 4 und dem dort beigefügten Nachsatz, braucht 
also nicht mehr bewiesen zu werden. 

Es sei daher o > 1. Wir ordnen dann die reellen Teile der Größe nach: 

(62.) U 2 Ver ne ET 
und nehmen an, für Differentialgleichungen von geringerer als der n-ten 
Ordnung sei der Satz bereits bewiesen (für die erste Ordnung ist er ja 
evident). Alsdann nehmen wir die Zerlegung von Satz 7 in der Weise vor, 
daß Y(e) nur die Wurzeln mit dem kleinsten reellen Teil, d. i. r, hat, 
&»(o) alle andern. Der Grad n— k von g(e) ist also 


(63.) n—k=e,. 
Die Differentialgleichung 
(64.) yP+o(a)yF° +++ w,(a)y= 0 


hat dann, da sie nur vom Grad k(<n) ist, ein Fundamentalsystem von 
Integralen %,, %g, ..- 4, die derart in o— 1 Klassen zerfallen, daß für die 
Integrale der A-ten Klasse und ihre linearen Verbindungen die Beziehungen 


gelten: 
. |yl+lyI+-+ly®| 
(65.) Som Be >. 0, 
4 . (k—1) 
(66.) u en 


ei €)x 


z=o® 


Diese Integrale befriedigen aber nach Satz 7 zugleich die gegebene 
Differentialgleichung (37.), und um zu erkennen, daß sie für diese gerade 
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die behaupteten Integrale der o — 1 ersten Klassen sind, braucht man nur 
zu zeigen, daß auch 
ii 


._ yle+n) 
en == (),... ım — 55 = 0 


z=o eo * z=o + 
ist. Das ergibt sich aber sofort durch wiederholte Differentiation von (64.) 
unter Berücksichtigung der Formel (65.) und des Umstandes, daß 
lim »,(2) = c,, lim wY’(x)= 0 fürv=1,2,..n—k 


ist (Satz 7). 

Um jetzt auch die e, Integrale der letzten Klasse nachzuweisen, 
sei %,,%g,...%, ein Fundamentalsystem von Integralen der Gleichung 
(siehe Satz 7): 

(67.) ur gle)ur TV +. + gu, (Ju 0. (n—k=e,) 

Die Wurzeln der zu (67.) gehörigen charakteristischen Gleichung 
haben alle den reellen Teil r,, so daß nach Satz 4 und dem dort beige- 
fügten Nachsatz 


(68.) lim 


=®& 


u. l+ W444 lieb) 


POEDL, ze () (u=1,2,...e,) 


sein wird. Wir setzen dann 


F Hy) rm y(a) 


(9) = | 


AUF AUS 
unter %,,...%, wieder die bereits gefundenen Integrale der o—1 ersten 


{6} 


Klassen verstanden, und wollen zeigen, daß die Ausdrücke (69.) existieren 
und gerade die Integrale der o-ten Klasse sind. 
Bekanntlich ist, da %,,%2, ... %, die Integrale von (64.) sind, 
t 


Yyı(k) yı (£) 5 yY »(t) — [o,(a)dz 
er no me GE or Te Se we ae = Ü u + 0, 
yı(t) at) + ET 


Weil aber 
ImR(— o,())=R—- ao) RG +++ 0) 


=&n+t&rt+ ++ &-1T-i: 
so folgt hieraus für große Werte von t: 
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Alt) yılı) - ul ) 


Baier nie ai ec. farntarnt + tet 


PROPKOEET EU) 
Ferner ist in der Zählerdeterminante von (69.) der Koeffizient von %,(z) 
eine (k — 1)-reihige Determinante, von der jedes ihrer (k— 1)! Glieder, 
wenn %, etwa in die A-te Klasse gehört, für große i absolut kleiner ist als 


(trete dnte tert et i 
Endlich folgt aus (68.) für große Werte von t: 
| u, (1) | a ect e)t ; 


Schreibt man daher den Ausdruck (69.), indem man die Zählerdeter- 
minante nach den Elementen der letzten Kolonne entwickelt, in der Form 


k P7 
(70.) Yırzu =zyu,() [ Pd, (u=1,2,...e,) 


so wird für genügend große it, wenn wieder %, in die A-te Klasse gehört, 


(ar, +++ +le, —1)r, + +e,—ır +o)t 
(k—1)!e 171 f} fi o—1"0— ee 





| D,,„(t ) u gern: +e+agnt et td 


Fe et, nrtat h 


Da aber »,<r,, und da s& beliebig klein gewählt werden kann, 
ergibt sich hieraus, daß die Integrale in (70.), also auch in (69.) wirklich 
existieren. Zugleich erhält man für große Werte von x die Abschätzungs- 


forme!: 
x (2) „rn, +42 


[#,.04< f|®,. ld <- 


nn —1, —4e 4 





Daher, weil y, in die A-te Klasse gehören sollte, 


(„rn +4e)2 eo +5e)* 


af: &,.(U)dt| <e+?* _ 


n—n 4 nn se 








Daraus folgt ini: 


Dat 
Im ran = 
also wegen (70.) auch 
(71.) lım er =(. (u=1,2,...e,) 


= oe 
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Um entsprechendes auch für die Ableitungen von y,,, nachzuweisen, 
differenzieren wir Formel (69.) wiederholt und erhalten *): 


‚du rm ve) 
a | N ye m (7) 
2) Yan = Hu yi ar | (tdi, a=ın..En 
> u) 
dagegen bei nochmaliger Diffärentiätion: 
AO EU EEE 


)yy(t) --- yet) yM 
md , ORG en “(dt + u,(e). 


OR AU FE 
Aus (69.), (72.), (73.) folgt sofort, da y,,...%, die Integrale von 
(64.) sind, 
(74.) Yaut wı(® Yin +++ 09, (2) Yu U,; (u=1,2,...e,) 
so daß nach Satz 7 die Yır. jedenfalls Integrale von (37.) sind; und zwar 
sind sie voneinander und von %,,...%, linear unabhängig. Denn wäre 


Cy + ++ Gy + OrrıYızı + ++ 0,0; 
so wäre auch 


ar + tt =, nn 
und, indem man mit w, ‚,(x) multipliziert und dann nach A summiert, 
würde mit Rücksicht auf (74.) folgen: 
Gpttee + C,„u,, =0; 
also, da u,,... u, linear unabhängig sind, 
Cn=0,..6,=0. 
Sodann bliebe noch 
Cyıt Oeya+ + C,y, = 0 

übrig, so daß auch ©, =0,0,=0,...C,=0 sein müßte. 

Es ist nun noch zu zeigen, daß die Integrale y,,, gerade die o-te 
Klasse bilden. Aber genau, wie wir (71.) aus (69.) folgerten, läßt sich 
aus (72.) folgern: 





*) Hierbei wird nur scheinbar eine Differentiation unter dem Integralzeichen 
ausgeführt, die erst zu begründen wäre. Denn man kann das Integral (69.) in der 
Form (70.) schreiben, sodann die Differentiation ausführen und das Resultat nach- 


träglich wieder in die Form (72.) zusammenziehen. 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 1. T 
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(4) 


6 
zn ect dad 


mit Rücksicht auf (68.) sukzessive: 





so kann man auch e& statt 6& schreiben und erhält 


lim | Yaru | + |Yaru| + BB: era = 0. 


(r„te)x 





=» e 
Außerdem ist aber für alle Integrale von (37.) nach Satz 4 


MESTZE REIT TE 


lım = ©, 
eo -£) x 


ı=n 


der o-ten Klasse. W. z. b. w. 





(Band 142, S. 283—315). 
Von Herrn Konrad Knopp in Berlin-Lichterfelde. 


Seitenzahlen 286, 294 und 287 je um 1 zu erniedrigen. 


erstreeken. 


(75.) lim — tr _ 0, d=1,2,...k-1) 


Sodann folgt aus (74.) und durch wiederholte Differentiation von (74.) 


YrL 

[7 HM = 

(76.) lim FAID; == 0. ‚ (Amk,k+1,...n) 
zn 00 


Da in den Gleichungen (71.), (75.), (76.) & beliebig klein sein darf, 


Das gilt also insbesondere auch für die Integrale %Y,,1,...%,. und ihre 
linearen Verbindungen. Diese sind also in der Tat die gesuchten Integrale 


Berichtigung zu dem Aufsatze „Über Lambertsche Reihen“. 


In den Anmerkungen *) S. 293, **) S. 300 und *) S. 302 sind die zitierten 





Auf S. 291, Formel (9.) ist die Summation rechterhand von m=0 an zu 


S. 312, Zeile 9 v. u., hat die Bedingung q, < ök,-s (statt da,_-e) zu lauten. 
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Randwertaufgaben der Theorie der linearen partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom ellip- 
tischen Typus. 11. 


Abteilungsweise stetige Koeffizienten. Das zweite Randwert- 
problem. Gemischte Randbedingungen. 


Von Herrn Leon Lichtenstein in Berlin. 


In dem vor kurzem erschienenen ersten Teile dieser Arbeit*) habe 
ich das erste Randwertproblem der allgemeinen linearen elliptischen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung unter Zugrundelegung ebener Gebiete 
recht allgemeiner Natur und beliebiger abteilungsweise stetiger Randwerte 
erledigt. In der vorliegenden zweiten Abhandlung komme ich zunächst 
noch einmal auf die erste Randwertaufgabe zurück. Es wird diesmal 
wieder eine elliptische Differentialgleichung in der Normalform betrachtet. 
Als Begrenzung des Gebietes werden, wie üblich, stetig gekrümmte Kurven 
angenommen. Von den Koeffizienten der Differentialgleichung wird voraus- 
gesetzt, daß sie nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung abteilungs- 
weise stetig sind. Diese Voraussetzung ist neu und für das folgende 
wesentlich. 

Die Bestimmung einer gewissen zu dem zweiten Randwertproblem 
der Potentialtheorie gehörigen @reenschen Funktion kann man mit Herrn 
Koebe dadurch dem alternierenden Verfahren zugänglich machen, daß man 
die gesuchte Lösung sich auf der Rückseite der Ebene in geeigneter Weise 


*) Vgl. dieses Journal, Band 142, Heft 1, S. 1—40, 
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fortgesetzt denkt*). Versucht man bei den linearen elliptischen Differen- 
tialgleichungen in der Normalform analog vorzugehen, so gelangt man bei 
einer Fortsetzung der Lösung über das ursprünglich gegebene Gebiet 
hinaus zu Differentialgleichungen mit abteilungsweise stetigen Koeffizienten. 
Für das alternierende Verfahren tritt ein von mir früher angegebenes und 
zur Bestimmung gewisser doppeltperiodischer Lösungen angewandtes Ver- 
fahren ein**). Man kommt so auf ein System linearer Integralgleichungen 
mit stetigen Kernen. Wie in dem dritten Kapitel der vorliegenden Arbeit 
gezeigt wird, kann man in ähnlicher Weise auch bei gemischten Rand- 
bedingungen das Problem auf die erste Randwertaufgabe zurückführen. 
Die Randwerte der gesuchten Lösung sowie die vorgeschriebenen Werte 
ihrer Normalableitung am Rande werden dabei stets als lediglich abteilungs- 
weise stetig vorausgesetzt. Als eine weitere Anwendung desselben Gedankens 
erscheint am Schluß der beiden ersten Kapitel die Bestimmung des asympto- 
tischen Verhaltens gewisser Greenscher Funktionen, wenn sowohl der Auf- 
punkt als auch das Argument sich demselben Punkte des Randes nähern. 
In dem später erscheinenden dritten Teile dieser Arbeit wird eine Reihe 
höherer Randwertaufgaben auf das in dem ersten Kapitel behandelte 
Problem reduziert. Man gelangt so zu einer einheitlichen Behandlung der 
Randwertprobleme linearer elliptischer Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung überhaupt. 

Was den Inhalt dieser Abhandlung im einzelnen anbetrifft, sei auf 
die Inhaltsübersicht am Schluß verwiesen. 

Die Betrachtungen des ersten Kapitels stützen sich wesentlich auf 
den folgenden Hilissatz, dessen Beweis hier unterbleiben kann. 

Es sei T ein von einer geschlossenen, doppelpunktlosen, stetig ge- 
krümmten Kurve S begrenztes Gebiet in der Ebene der Variabeln x und y. 
Es sei (Ü ein stetig gekrümmtes, doppelpunktloses Kurvenstück in 7, das 


*) Vgl. P. Koebe, Über die Uniformisierung der algebraischen Kurven II, Math. 
Annalen, 1910, S. 1—81 (insb. $S. 43—46) sowie „Über die Uniformisierung beliebiger 
analytischer Kurven“, dieses Journal, Bd. 138, 1910, woselbst die Randwertaufgabe 
mit gemischten Randbedingungen behandelt wird. 

**, Vgl. Untersuchungen über die Randwertaufgaben. Periodische und doppelt- 
periodische Lösungen der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
des elliptischen Typus, Bulletin de l’Acad&mie des Sciences de Cracovie, 1911, 
Ss. 219— 254. 
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entweder in zwei Punkten von S endigt oder ganz im Innern von 7 
verläuft und alsdann geschlossen ist. Es seien schließlich 7, und ,= T—T, 
die beiden Gebiete, in die 7 durch C geteilt wird, p(x,y) eine in T 
erklärte Funktion, die folgende Eigenschaften hat: Sie ist im Innern und 
auf dem Rande jedes der beiden Gebiete 7, und T, stetig, ändert sich 
auf C sprungweise und genügt einer Ungleichheitsbedingung 
Ip(e+h,y+k)—pla,y) <Alh’+ k'Y,0<ıi<il. 
Hierin bezeichnet A eine gewisse positive Zahl. Die Punkte (z-+h,y-+- k) 
und (2,%) liegen beide entweder im Innern oder auf dem Rande von T\,, 
oder im Innern oder auf dem Rande von T,. Kurz, p(z,y) ist auf C 
sprungweise unstetig und genügt im Innern und auf dem Rande jedes 
der beiden Gebiete 7, und 7, der Hölderschen Bedingung. 
Betrachten wir das logarithmische Potential 


A ni 1 n 
u(z,Yy) -// p(S,n) log pn dSdn, = (—$8”’+(y—n), 
4 


worin (2%, y) einen Punkt in 7 bezeichnet. 


ou MM. u Hu 
—, —— ın T und auf en 
O2’ Oy . nd aul ®, 02°’ Ordy 


ir vm Innern von T, und 7, vorhanden und stetig. Die zuletzt genannten 


partiellen Ableitungen ändern sich auf der Kurve Ü (ihre etwaigen Endpunkte 
vielleicht ausgenommen) sprungweise. Sie sind also im Innern von T ab- 


Nach bekannten Sätzen sind 


teilungsweise stetig. 


Kapitel L. Das erste Randwertproblem. Abteilungsweise 
stetige Koeffizienten. 


$ 1. Reguläre Lösungen. 


Es sei T ein einfach zusammenhängendes, von einer geschlossenen, 


doppelpunktlosen, stetig gekrümmten Kurve S begrenztes Gebiet in der 
‚Ebene der Variabeln x und y. Es sei Ü eine stetig gekrümmte, doppel- 


punktlose Kurve, die zwei Punkte von S miteinander verbindet und sonst 
ganz im Innern von 7 verläuft. Die beiden Gebiete, in die T durch € 
geteilt wird, mögen 7, und 7, heißen. Es sei ferner (vr) eine Normale 


von C, 4 die partielle Ableitung in der Richtung von (vr). Wir nehmen 
an, daß die Koeffizienten der Differentialgleichung 
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ou, u 
(1.) Lu=;55+ ET, 


sowie ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung in 7, und in T,, die 


OU ou 


Begrenzung jedesmal eingeschlossen, stetig sind, sich auf C indessen sprung- 
werse ändern*). 

Es ist diejenige beschränkte, in 7, außer etwa auf C, nebst ihren 
partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige Lösung u(z, %) 
der Differentialgleichung (1.) zu bestimmen, die auf S eine vorgeschriebene 
abteilungsweise stetige Wertfolge y(s) annimmt und auf C sich überall 


Ou(z, y) 
Ov 


im Innern von T gelegenen Teile von C stetig ist**). 





stetig verhält, wenn überdies bekannt ist, daß auf jedem ganz 


Es sei 5’ eine in der Nähe der Kurve S gelegene geschlossene, 
stetig gekrümmte, doppelpunktlose Kurve im Innern von T, und es sei 7” 
das von ihr begrenzte einfach zusammenhängende Gebiet***). Im Innern 
von T’ zu beiden Seiten von © denken wir uns zwei zu Ü parallele Kurven 
C, und ©, bis zum Schnitt mit S’ gezogen. Das Gebiet 7’ zerfällt hierdurch 
in drei Teile: einen C einschließenden Streifen und zwei links und rechts 
von diesem gelegene Gebiete 7) und T,. Es sei v(z,y) diejenige be- 
schränkte, in 7 reguläre Potentialfunktion, die auf 8 gleich „(s) wird, 
und v’(z,y) diejenige in 7’ reguläre Potentialfunktion, welche auf 8’ 
dieselben Werte wie u“(z,y) annimmt. Es seien ferner (C”, 8) und 5; 
diejenigen Teile von C und 8’, die entsprechend den Gebieten 7’, T, und 
T, angehören, (x, %) irgendein Punkt in 7} oder 7, und @’(z,y;$,n) die 
zu T’ gehörige klassische Greensche Funktion. 

Wir wenden die Greensche Formel 


*) Bezüglich der Funktion f(x, y) genügt es übrigens vorauszusetzen, daß sie 
im Innern von T, und T, (die Unstetigkeitslinie © jedesmal eingeschlossen) stetig ist 
und der Hölderschen Bedingung genügt. 

**, Fällt ein Endpunkt von C mit einem Unstetigkeitspunkte von %(s) zu- 
sammen, so ist daselbst v(z,,y), entgegen der Aussage des Textes, natürlich nicht 
stetig, sondern nur beschränkt. Die folgenden Entwicklungen gelten auch, wenn über 


das Verhalten der Ableitung > in einer endlichen Anzahl von Punkten der Kurve © 


weiter nichts bekannt ist, als daß sie daselbst beschränkt ist. 
**) Man kann für $’ etwa eine zu $ parallele Kurve wählen. 
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(2.) uk (w, Aw, — w, Aw,) d&dn= — Sa er — W, Se) ds 


auf die beiden Gebiete 7) und 7) an und setzen an für w, und w, 
entsprechend u($,n7) und @(xz,y;&,n) ein. Wir addieren sodann die 


beiden sich ergebenden Beziehungen und erhalten 
ou 


u(z,4) =, // asön|as 1) SE + bien 5, Feldern) —iE )|asdı 


(3.) 1 0@(z,1 IUlE, m) IE (a, y;& 
& | ys8, n). u er. ud Ri a O@(z,y;8, 1) 
1, Sms art Jun 
‚Wir integrieren das erste Integral rechter Hand teilweise und lassen 
sodann die Kurven C, und (, mit Ü zusammenfallen. Es sei (z,. %) 
irgend ein Punkt auf © und a,(%,, %), b,(&,, Y.) bzw. a, (29, Yo). Pe (Xu: %o) 
seien die Werte, gegen die a(z,y) und b(z, y) konvergieren, wenn man sich 


(2,,%) von T, bzw. T, aus nähert. Wir setzen schließlich 


Ja(x Toy, Yo) = Ag (Lo; Yo) — Ay (Fo, Yo), Idl&,, Yo) = dalro: Y) — di (Ro; Yo) 
und erhalten aus (3.) 


- 1 yff@®) ,369)_ g@lus,nas 
u(z,y) = | de + Ö7 — e@ |u(s,n)dsdn 


(4.) + — / (x, y;ä,n)uls, n))0b ds — da dn! 
z 


+v(2,Y) — — //6 (2.455, n)H(S, m) dsdn. 
T’ 


Bei der Integration längs C’ bleibt 7, links zur Fortschreitungsrichtung 
liegen. Läßt man jetzt S’ gegen S konvergieren, so erhält man schließlich 


| al) | °(b@) 1 . . 
u(z, n=-,,//|% y: 7 — cGlu($.n)dsdı 


(5.) + =Y G(z, y$.n)u(&,n)!öbds— dadı, 





+v(z. y) — // 6. y;&,n)fli.n)dsdn. 
T 


Jede in T stetige Lösung der Differentialgleichung (1.), die auf C 
sich wie angegeben verhält, ist eine Lösung dieser Integralgleichung. Insbe- 
sondere genügen etwaige auf S verschwindende Lösungen der Differential- 
gleichung L(u)=0 der zu (5.) gehörigen homogenen Integralgleichung. 

Es sei umgekehrt u(z,y) eine Lösung der Integralgleichung (5.). 
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Man zeigt wie in I$1 des ersten Teiles zunächst, daß u(z,y) in 7T der 
Hölderschen Bedingung genügt*). 

Aus dem in der Einleitung angegebenen Hilfssatze und aus den 
bekannten Sätzen der Potentialtheorie folgt, daß im Innern und auf dem 


Rande jedes der beiden Gebiete, in die 7’ durch C” zerlegt wird, = und 


5 vorhanden und stetig sind. Es wäre danach zunächst noch denkbar, 


daß auf 0” diese partiellen Ableitungen sich sprungweise ändern. Aus (5.) 
folgt indessen nach en; teilweisen Integration 


9) Ob 
ulz, az Fe e), ” nn e@|u(E, m)dsdı 
hfuenuun das — dad] 
(6.) + 02,9) 5, fee ;&, 7) |a(&,n)dn—b(&, n)d$] 
Lenk Dyr "+ ouldsdn 
J 


1 &s « 
2) Has ys,n ie, mdsan. 


Aus (6.) folgt nun zuerst, daß die partiellen Ableitungen u u, T’ und 


02’ Oy 
daher überhaupt in T stetig sind. Wie bei der analogen Betrachtung in 
dem ersten Teile dieser Arbeit schließt man sodann, daß an zn in T der 


Hölderschen Bedingung genügen. Aus dem wiederholt benutzten Hilfssatze 


ou Au Hu 
folgt ferner, daß dar’ Öndy’ öyp 


auf Ü sprungweise ändern. Schließlich erhält man aus (6.) nach bekannten 
Sätzen die Beziehung 


ın T, außer auf C, stetig sind und sich 





*) Man hat hierbei folgendes zu beachten : 

1) Der auf 5.4 des ersten Teiles angegebene Hilfssatz gilt auch dann noch, 
wenn ?(2,y) abteilungsweise stetig ist. 

2) Ist g($,9) eine auf © erklärte stetige Funktion, so genügt das Integral 


at, n) log r ds, = (c—&)’+(y—n) für alle (x,y) in T der Hölderschen Be- 
C 


dingung. Vgl. z.B. A. Korn, Sur les &quations de l’elastieite, Annales de l’Eeole 
Normale, 1907, S. 9—75. 
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Daß u(xz,y) bei der Annäherung an den Rand in allen Punkten jedes die 
Unstetigkeitspunkte von y(s) nicht enthaltenden zusammenhängenden Teiles 
von S gleichmäßig gegen y(s) konvergiert, folgt aus den Sätzen der Poten- 
tialtheorie ohne weiteres. Hat (s) stetige Ableitungen erster und zweiter 


Ordnung, so sind, wie in dem nächstfolgenden Paragraphen bewiesen werden 
= z auf S stetig. 

Das gleiche tritt ein, wenn die zu (5.) gehörige homogene Integral- 
gleichung von Null verschiedene Lösungen hat. 

Wir haben den Betrachtungen dieses Paragraphen eine einzige 
Unstetigkeitskurve © zugrunde gelegt. Die Ergebnisse gelten im wesent- 
lichen unverändert, wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung sowie 
ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung sich längs einer endlichen Anzahl 
stetig gekrümmter Kurven in T sprungweise ändern. Diese Kurven können 
geschlossen oder ungeschlossen sein; sie können sich selbst oder einander 
in einer endlichen Anzahl von Punkten schneiden oder berühren. Außer 
etwa in den Punkten, in denen mehrere Unstetigkeitslinien zusammıen- 
laufen, sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von u(z,y) auch 
jetzt noch abteilungsweise stetig. Über das Verhalten dieser Ableitungen 
in den ausgeschlossenen Punkten läßt sich aus dem Hilfssatze der Einleitung 
nichts Bestimmtes folgern. 

Wir haben das Gebiet 7 als einfach zusammenhängend vorausgesetzt. 
Unsere Betrachtungen gelten, wie man sich leicht überzeugt, in analoger Weise 
bei: mehrfach zusammenhängenden, von geschlossenen stetig gekrümmten 
Kurven begrenzten Gebieten. 

Wir haben über das Verhalten von u(z,y) auf C zu Anfang dieses 


Paragraphen nur vorausgesetzt, daß = in jedem ganz im Innern von T 


gelegenen Teile von C stetig ist*). Wir sehen, daß in 7 die partiellen 
Ableitungen = ; 3 doch stetig sind, die partiellen Ableitungen zweiter 
Ordnung von « sich auf C sprungweise ändern. Zur Vereinfachung nennen 
wir künftig Lösungen, die nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung 


*) Vgl. die Fußnote **) S. 54. 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 1. In 


n 2 
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stetig sind, während ihre partiellen Ableitungen zweiter Ordnung längs einer 
endlichen Anzahl von Kurven sich sprungweise ändern, regulär*). 

Aus den soeben durchgeführten Betrachtungen folgt, daß der Funda- 
mentalsatz über die Existenz der Lösung des ersten Randwertproblems, der 
in I $1 des ersten Tedes dieser Arbeit aufgestellt worden ist, in seinem 
vollen Umfange bestehen bleibt. 

Und nun einige Bemerkungen über die Auflösung der Integral- 
gleichung (5.) Wir setzen zur Abkürzung 


(7) way) -/fK@, v5 mul&,mdidn+ [Le, ysJu(s)ds + y(a,y). 


Hierin bezeichnet ds das Bogendifferential von C und u(s) den Wert von 
u(z,y) ım Punkte s auf ©. Die Funktion Ä(x,y;$,n) genügt für alle 
(z,y) und ($,n) ın T und auf $S einer Beziehung 

8) Ka,yön) <Ale-S’+y-mT'. 
Die für alle (x,y) in T und auf S und alle s auf Ü erklärte Funktion 
L(x,y; s) erfüllt eine Relation 


(9.) L(z,y;s) < 4,log + 4,. 


A,, As, A, sind wie später A,, A,,... gewisse positive Werte, o ist die 
Entfernung der Punkte (z,y) und s. Schließlich ist w(x,y) eine be- 
schränkte in 7 stetige Funktion. 

Setzt man in dem Doppelintegral in (7.) für uw(&,n) seinen Wert 
aus (7.) ein, so erhält man eine Integralgleichung von der Form 


(10.)u(@, y) =//Kı(a, 5, n)u(&,m)d&dn + [L,(e, y; s)u(s)ds + yıla, 9). 
e © 


Die Funktion ZL,(x,y;s) verhält sich ganz wie L(x,y;s), die Funktion 
K,(2,y;$,n) genügt dagegen einer Beziehung 

11.) Kay 8n) <A lg | H’+ly— m) + As. 
Führt man in (10.) sowohl für u($,n) als auch für u(s) die zugehörigen 
Werte aus (10.) ein, so erhält man 


(12.) u(x, Y) -[/Kyte, y;$&,n)u($,n)dädn + /Ix(e, y;s)u(s)ds + w,(x,Y). 


*, Es soll auch der Fall miteinbegriffen sein, daß in gewissen isoliert liegenden 
Punkten über das Verhalten der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung gar keine 
Vorschriften gemacht werden. 
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Die Funktion K,(z,y;$,n) ist in T und auf S ın bezug auf (z,,%) stetig, 
in bezug auf ($, 7) abteilungsweise stetig; die für alle (z,y) in 7T und auf 
S und für alle s auf C erklärte Funktion L,(z, y; s) Ist stetig, w,(z,y) ist 
beschränkt und, außer in etwaigen Unstetigkeitspunkten von $(s), stetig. 
Die ausgeschlossenen Punkte sind Unbestimmtheitsstellen. 

Zur Vereinfachung nehmen wir jetzt an, die nicht homogene Inte- 
gralgleichung 


(13.) [It s,t)u(t) dt -+ w(s) 


sei stets lösbar; es sei Mu(s, t) der lösende Kern von Z,(s,t). Aus (13.) 
erhält man der bekannten Fredholmschen Auflösungsformel zufolge, wenn 
man ,(2,y) für (x,y) im Punkte s auf $ gleich w,(s) setzt, 


(s)= y, ESS Kıt (s;$,rn)u(S, n) a )dt 


+ [ Mt6snduff Kat „)dsdn 
oder kürzer 
14) ul) nl) + // Rss, mul, n)dsdn, 
5 
Y(8)= Val: + / Mu (s, 1) wa(t)dt. 
Dieser Wert in (12.) eingesetzt liefert 


(15.) u, 9)= // Ka, y; S,n)u(s,n)dsdn + w,(z,Y), 
£ 


(a, y) = wela,y)+ / Lete. yst)dt)dt. 


ö 

Es möge nun die erste Randwertaufgabe der Differentialgleichung (1.) 
eindeutig lösbar sein. Alsdann ist auch die Integralgleichung (15.) stets 
eindeutig lösbar. Ist H,(z,y;$5,n) ıhr lösender Kern, so folgt aus (15.) 
die weitere Beziehung 


(16.) ulz.y)= w,(z, y) H/SH« (2,9; 8,7) wil&, n)dsdn. 


Es sei wie in I$3 des ersten Teile y"’(s), py®(s),... eine Folge stetiger 
Funktionen, die in jedem die Unstetigkeitspunkte von g(s) nicht ent- 
haltenden Teile von S gegen Y(s) gleichmäßig konvergieren, 


(17.) lim g®(s)= p(s). 


k=x 


S* 
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Ks sei überdies für alle k 
(18.) PP) <A. 
Ist u” (x, y) diejenige in T reguläre Lösung der Differentialgleichung L(u) = f, 
die auf S die Werte p)(s) annimmt, so ist, wie gleich gezeigt werden wird, 
lim u®(2,y) = ulz,Y). 


k=xo 


In jedem die Unstetigkeitspunkte von y(s) micht enthaltenden Teile T* von 
T ist der Grenzübergang gleichmäßig. 

Sind y®(z,y),w®(z,y),...wP(z,y) die der Randfunktion y®(s) 
entsprechenden Werte der Funktionen y,w,,...y,, so findet man für alle 
(z2,%) in jedem Gebiete 7* leicht 


limy®(&,y)= y(a,y),... limyP(z,y)= w(z,Y); 


k=m k=o 


y® (x, Y) | ni A,. (k=1,2,...) 
Hieraus und aus (16.) folgt in 7T*, wie behauptet, 
(19.) limu®(x,y)=u(x,Y). 


k=o 


Der Grenzübergang ist gleichmäßig. 

Wir haben vorhin vorausgesetzt, die Integralgleichung (13.) sei ein- 
deutig lösbar. Die Beziehung (19.) gilt, wie sich in ähnlicher Weise zeigen 
läßt, auch wenn diese Annahme nicht zutrifft. 


$ 2. Reguläre Lösungen. (Fortsetzung.) 
Es sei jetzt speziell «,(z,%y) diejenige in T reguläre Lösung der 
Differentialgleichung Z(u)= f oder der zugehörigen homogenen Differential- 
gleichung, die auf S verschwindet. Wir nehmen zunächst hypothetisch 


an, daß = 5 sich auch noch auf $ stetig verhalten, und setzen 


Our, ) ul, Y) _ OU OU ER 
et he), wm We y). 


Die Funktion W(x,y) ist im Gebiete T', die Begrenzung eingeschlossen, ab- 
teilungsweise stetig. Im Innern von 7, außer höchstens auf C', erfüllt W(x, y) 
die Höldersche Bedingung. Aus (20.) folgt daher nach bekannten Sätzen 


1 Re 2 
U(R, y)=— = S/ G(z, Y55; n)W($,n) dsdn, 
> 


6 | ML, Yy) 1 0 u 0 £ ed, 
(21.) 37 =] 5 a 5 WE MAN, 


OUp(t, Y 1 Ö & S 
Il El IT 


dy 
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Aus (1.), (20.) und (21.) ergibt sich die weitere Beziehung 


Ö 


1 .» pr o : al ’ £ 
(22.) Wa,y)—,,// ats. y) u, ey) +ble,y) „Fly 5,) 
Be 


Oy 

+ (2, WE, y; &,n)| WE, n)d&dn= Ha, y). 

Es sei umgekehrt W(xz,y) die Lösung dieser Integralgleichung oder 

eine Lösung der zugehörigen homogenen Integralgleichung. Offenbar ist 
W(z,y) ın T und auf S abteilungsweise stetig. Die Funktion 


a Zinn : . 
3) wey)=—,,// Ce, v5 0) WE, n)dsdh 
4 


ist nebst ıhren partiellen Ableitungen erster Ordnung in 7T und auf S 
stetig und wird auf 5 gleich Null. Aus dem auf S. 4 des ersten Teiles 
angegebenen Hilissatze folgt, daß W(xz,y) in jedem der Gebiete, in die 
T durch die Unstetigkeitslinien zerlegt wird (diese Linien selbst jedesmal 
eingeschlossen), der Hölderschen Bedingung genügt. Nimmt man die 
etwaigen Schnitt- oder Berührungspunkte von Unstetigkeitskurven aus, so 
sind dem in der Einleitung gegebenen Hilfssatze zufolge die partiellen 
Ableitungen zweiter Ordnung von u,(z,y) in T abteilungsweise stetig. In 
jedem nicht auf den Unstetigkeitslinien gelegenen Punkte (z,y) gilt die 
Beziehung (20.). Aus (20.), (21.) und (22.) ergibt sich schließlich 

U , U Ou, 


24.) ET 7 ee 7 cher > 


u r cu = A 

Es möge zunächst die erste Randwertaufgabe stets eindeutig lösbar 
sein. Alsdann ist die Integralgleichung (22.) gleichfalls eindeutig lösbar, 
u(2,Y) ist die (einzige) Lösung unseres Randwertproblems, und wir haben 
in (22.) ein neues Lösungsverfahren gewonnen. Die partiellen Ableitungen 


= 2 _. y) sind, wie in $ 1 bereits ohne Beweis angegeben worden 





ist, auch noch auf dem Rande des Gebwetes stetig. 

Es sei u(z, y) eine in 7 reguläre Lösung der Differentialgleichung (1.), 
die auf S gleich p(s) wird, und es möge p(s) stetige Ableitung erster 
und stetige oder auch nur abteilungsweise stetige Ableitung zweiter Ord- 
nung haben. Es sei wie in $1 mit v(xz,%) diejenige in 7 reguläre 
Potentialfunktion bezeichnet, die auf S ebenfalls die Werte „(s) annimmt. 


Bekanntlich sind ai und u auf S stetie. Wir setzen 
Öx oy „ 
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ulz,y)=v(la,y)+ Ua, y). 


U(&,%) ıst diejenige in 7 reguläre Lösung der Differentialgleichung 


U, U oU oU 
Ir: T I BT +03, re! =-1- Lola): 
die auf 8 verschwindet. Offenbar sind also 97, © - "auf 8 stetig. Also 


sind auch die partiellen Ableitungen En: 7 auf 8 stetig. 

Es möge jetzt zweitens (1.) eine endliche Anzahl in 7 regulärer, 
auf S$ verschwindender Lösungen u,(2,%),... %,(2, y) haben. Es sei $” 
eine stetig gekrümmte geschlossene Kurve in 7, die so gewählt ist, daß 
ım Innern des von S und S$’” begrenzten ringförmigen Gebietes z die 
etwaigen Unstetigkeitslinien einander weder schneiden noch berühren. Es 
sei 4 (s) der Wert von u,(x,%y) auf S”. Die Funktion y/(s), @=1,...n) 
hat stetige Ableitung erster Ordnung und stetige oder allenfalls abteilungs- 
weise stetige Ableitung zweiter Ordnung. Es sei d das Maximum der 
Entfernung der Punkte der Kurve S” von S. Wie in $ 3 gezeigt 
werden wird, kann man d so klein wählen, daß in r die erste Randwert- 
aufgabe der Differentialgleichung (1.) stets eindeutig lösbar wird. Die 
_ Werte, die w(z,y) auf dem Rande des Gebietes 7 annimmt, erfüllen 
die Voraussetzungen des soeben bewiesenen Satzes. Also sind die partiellen 


Ableitungen 9°, 3, auf 8” und auf 8 stetig, 


Die partiellen Ableitungen erster Ordnung der etwa vorhandenen, un 
T regulären, auf S verschwindenden Lösungen der Differentialgleichung 
L(u)=0 sind auf S stetig. Liegt dieser Fall vor, so liefert die zu (22.) 
gehörige homogene Integralgleichung sämtliche Lösungen des Problems. 

Wir haben die Existenz der Lösung als bereits bewiesen voraus- 
gesetzt. Es ließe sich aber diese aus (22.) auch direkt ableiten. Man 
könnte ferner die Voraussetzungen über die Koeffizienten von (1.) be- 
trächtlich reduzieren. Es hätte z. B. genügt, anzunehmen, daß in jedem 
der Gebiete, in die 7 durch die Unstetigkeitskurven zerlegt wird, die 
Funktionen a,b,c,f stetig sind und, die Unstetigkeitskurven jedesmal 
eingeschlossen, die Höldersche Bedingung erfüllen. 

Selbstverständlich gelten die zuletzt durchgeführten Betrachtungen 
auch bei mehrfach zusammenhängenden Gebieten. 
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Mit Rücksicht auf eine spätere wichtige Anwendung nehmen wir 
jetzt an, die Funktion f(z,y) möge längs einer stetig gekrümmten Kurve 
C in T ın einer sofort näher zu charakterisierenden Weise unendlich groß 
werden, im übrigen aber die vorhin aufgestellten Bedingungen erfüllen. 
Ist e die Entfernung eines Punktes (x, y) von C, so wird vorausgesetzt, daß 


(25.) Ma) <A log, + Mr. 


Der Einfachheit halber wollen wir übrigens annehmen, daß die Kurve C 
geschlossen ist*). 

Betrachten wir die Integralgleichung (5.) noch einmal. Offenbar 
ist die Funktion 


Ss. y$,n)f($,n)d&dn 


nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung auf © stetig. Die Lösung 
u(z,y) und ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung sind somit in 7 
stetig. Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung werden auf € unendlich 
groß. Man überzeugt sich leicht, daß die Formel (22.) ihre Gültigkeit 
behält. Die gesuchte Lösung möge insbesondere auf $ verschwinden. Aus 
(22.) folgt, daß W(&,n) auf C eine der Beziehung (25.) analoge Ungleich- 


heit erfüllt. Die partiellen Ableitungen se 4 sind nach (21.) auch noch 


L 
auf $ stetig. Das gleiche tritt ein, wenn die Randfunktion Y(s) stetige 
Ableitung erster und abteilungsweise stetige Ableitung zweiter Ordnung hat. 
Es sei p(s,A) eine für alle s auf S und alle A in dem Intervalle 

(26.) W<A<h 
stetige Funktion ihrer beiden Argumente, u(x,y,4) diejenige in T reguläre 
Lösung der Difierentialgleichung L(uw)=f, die auf S die Werte Y(s, 4) 
annimmt. Aus dem am Schluß des $ 1 bewiesenen Satze folgt sofort, 
daB u(z,y,A) eine für alle (x,y) in T und auf S und alle 1 in (26.) 

stetige Funktion von x, y, 4 ist. 


Es möge jetzt die partielle Ableitung nid #) für alle vorhin be- 


trachteten Werte von s und 4 vorhanden und stetig sein. Man überzeugt 
sich durch eine Betrachtung, die der im ersten Teile $S. 31 durchgeführten 





*) Insbesondere kann C natürlich mit einer der Unstetigkeitskurven der Koeffi- 
zienten a,b,c zusammenfallen. 
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ganz analog ist, daß für alle (x,y) in 7T und auf 8 und alle A in (26.) 

wa Lin BE 
O4 

U(&,y,4) ist diejenige in 7 reguläre Lösung der Differentialgleichung 


L(u)= 0, die auf 8 die Werte °%° annimmt. 


Für alle (x, y) im Innern von T und für ,<4<{A, sind somit die 
partiellen Ableitungen 


die partielle Ableitung P U(xz,y,A) vorhanden und stetig ist. 


Oulz,y) ula,y) orulz, y) 
0’ OR’ ya 
vorhanden und in bezug auf (x,y) stetig. Die partiellen Ableitungen 
ulz,y) ulz,y) Oulz, y) 
oa?0h ’ OzaydA’ Oyol 
sind in T vorhanden und in bezug auf (z,%) abteilungsweise stetig. 
Analoge Sätze gelten, wenn mehrere Parameter vorliegen. 


$ 3. Eindeutigkeitssätze. 


In diesem Paragraphen sollen einige für das folgende wichtige Ein- 
deutigkeitssätze abgeleitet werden. Da diese Betrachtungen den bekannten 
Entwicklungen bei durchweg stetigen Koeffizienten analog verlaufen, so 
werden wir uns kurz fassen können. 

Sind die Koeffizienten der Differentialgleichung Z(u) = 0 nebst ihren 
partiellen Ableitungen erster Ordnung in T und auf 5 stetig und ist e<0, | 
so hat nach einem bekannten Satze von Paraf eine in 7 reguläre Lösung | 
daselbst weder ein positives Maximum noch ein negatives Minimum (selbst | 
in weiterem Sinne). Eine in 7 reguläre am Rande verschwindende Lösung 
ist daher identisch gleich Null. 

Es mögen jetzt a,b,c diein $ 1 festgesetzten Eigenschaften haben 
und es sei c<<0. Wir nehmen ferner an, daß die Unstetigkeitskurven 
sich im Innern von T weder schneiden noch berühren. Die partiellen Ab- 
leitungen zweiter Ordnung einer in 7 regulären Lösung sind also daselbst 
abteilungsweise stetig. Es ist leicht zu zeigen, daß auch jetzt noch positive 
Maxima oder negative Minima (selbst in weiterem Sinne) ausgeschlossen sind. 

Nach Paraf können diese höchstens auf den Unstetigkeitslinien der 
Koeffizienten liegen. Es möge etwa u(z,y) in (%,, %) ein positives Maxi- 
mum haben. Wir dürfen annehmen, daß die Tangente an die Unstetig- 
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keitskurve in (2,,%,) mit den Koordinatenachsen Winkel einschließt, die 
von k Zi (k=0,1,2,3) verschieden sind. Dies läßt sich nötigenfalls durch 


eine geeignete Drehung der Koordinatenachsen erreichen. Es ist nun 


Out, Yo) _ OU(t, Yo) 
(27.) u(to; Y%) >, BER =, dy -=(. 


Ferner ıst, wenn A durch durchweg positive oder auch durchweg negative 
Werte gegen Null konvergiert, 





(28) im th U) _g, im rn yth | 
£ h=0 a2 0 oyz = ° 


Die Beziehungen (27.) und (28.) sind, wie sich leicht zeigen läßt, wegen 
ce<Z0 nicht miteinander vereinbar. 

Eine in T reguläre auf S verschwindende Lösung ist also auch jetzt 
noch ın T identisch gleich Null. 

Es möge jetzt das Vorzeichen von c beliebig sein. Die Unstetigkeits- 
kurven mögen wie vorhin in 7 einander weder schneiden noch berühren. Von 
dem soeben abgeleiteten Ergebnis ausgehend, kann man durch genau dieselben 
Überlegungen wie bei durchweg stetigen Koeffizienten den folgenden Satz 
beweisen: 

Es läßt sich eine Zahl k angeben, so daß, wenn T* irgend ein Gebiet 
in T bezeichnet, das in einen Streifen von der Breite k parallel der x- oder der 
y-Achse eingeschlossen werden kann, die Differentialgleichung L(u) = 0, außer 
der Null, keine in T* reguläre auf dem Rande verschwindende Lösung hat*). 

Dieser Satz wie auch der vorhergehende gelten, wie wir weiter unten 
zeigen werden, auch wenn die Unstetigkeitslinien einander schneiden oder 
berühren. 

Wir betrachten jetzt einige Spezialfälle, in denen die Eindeutig- 
keit der Lösung sich leicht nachweisen läßt. 

Die Lösung ist gewiß eindeutig, wenn das betrachtete Gebiet ı eine 
Kreisfläche von hinreichend kleinem Radius o’ ist. Dieser Satz gilt, auch 
wenn in r die Unstetigkeitslinien einander schneiden oder berühren. In 
der Tat werden die  . 


JSe :(®; y; 5; n) )ıdSdn, AR @G, (z, y;$,n) pe 
AR: ha (2,y;5,n) dsdn, 


5) Vgl. Paraf, Sur le probleme de Dirichlet et son gun urn au cas de l’&quation 


lineaire generale du second ordre, Annales de Toulouse, 1892, S. 1—75. 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 1. 1) 
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unter @, die zu r gehörige klassische @reensche Funktion verstanden, mit 
o’ zugleich Null. Man kann daher eine positive Zahl o, so klein wählen, 
daß für alle 0°<g, die zu (22.) analoge dem Gebiete z entsprechende 
inhomogene Integralgleichung auflösbar wird. 

Es sei & ein Kreis in T. Sein Mittelpunkt sei (z,,y,), sein Halb- 
messer sei R. Wir beweisen, daß sich eine Zahlgröße h, so bestimmen 
läßt, daß für alle A<{h, die Differentialgleichung L(u)=0 keine von 
Null verschiedene, in der von den beiden Kreisen von Halbmessern R und 
R—h um (z2,,%,) begrenzten Kreisringfläche © reguläre, auf dem Rande 
verschwindende Lösung hat. Es wird hierbei vorausgesetzt, daß in 7 die 
Unstetigkeitskurven einander weder schneiden noch berühren. 

Durch Vermittlung der Funktion 


Z=X+iY= log , z=c + 1Yy, A=art tif 


wird die Kreisringfläche @ auf einen der Y-Achse parallelen Streifen @ in 
der Ebene (X, Y) konform abgebildet. Einer in © regulären Lösung v(z, %) 
von L(u)= 0 entspricht vermöge der Beziehung 
u(z, y)= U(X, Y) 
eine reguläre, der Gleichung 
U(X,Y+2n)=U(X,Y) 


genügende Lösung einer BENENNEN. von der Form 


U. &@U 
ae top + As + Boay+ li U=0. 


Die Koeffizienten dieser Differentialgleichung sind periodische Funktionen 
von X und Y, 
A, (X, Y+2n)=4,(X,Y), B (X, Y+2rn)=B,(X,Y), 

C,(X, Y+2n)=(,(X,Y) 
und erfüllen in der Halbebene X <0, die Begrenzung eingeschlossen, die 
in $ 1 angegebenen Bedingungen. Es läßt sich, wie bei dem Beweise des 
vorhin an zweiter Stelle betrachteten Satzes, zeigen, daß man den Streifen © 
so schmal annehmen kann, daß jede periodische Lösung U(X,Y), falls 
sie auf dem Rande verschwindet, identisch gleich Null sein muß. Damit 
ist aber auch unsere Behauptung dargetan*). 


”) In ähnlicher Weise läßt sich der auf S.61 benutzte Eindeutigkeitssatz 
beweisen. 
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Es läßt sich schließlich unschwer zeigen, daß man (übrigens in 
unendlich mannigfaltiger Weise) eine Anzahl mit > konzentrischer Kreise 
&,,2,,...2, von Halbmessern RR>R,>-.—>R,, R>R, angeben kann, 
so daß ın jedem der endlichen Gebiete, die entsprechend von F, >,; 
Z, 335... &,_2, 2,; 3,_ı begrenzt sind, die Differentialgleichung L (u) = 0 
keine von Null verschiedene reguläre, auf dem Rande verschwindende 
Lösung hat. 


$ 4. Lösungen als Funktionen der Koeffizienten. 


Wir nehmen jetzt an, die nicht homogene Integralgleichung (22.) 
möge stets eine Lösung haben. Das erste Randwertproblem der Differential- 
gleichung L (uw) = f ist alsdann eindeutig lösbar. Die Unstetigkeitskurven 
können dabei in T einander in einer endlichen Anzahl von Punkten schneiden 
oder berühren. 

Neben der Differentialgleichung Z (u) = f betrachten wir die Differen- 
tialgleichung 


ee 


FEB”. 


deren Koeffizienten sich in 7 und auf S ebenso wie a,b,c,/ verhalten. 


‚u, „vu, ,,_y 
+4 rer, 


Wir können ohne weiteres voraussetzen, daß die Unstetigkeitslinien der 
beiden Funktionensysteme zusammenfallen, da man ja beispielsweise jede 
Unstetigkeitslinie von a’ mit zu den Unstetigkeitslinien von a rechnen 
kann. Wir nehmen an, daß, abgesehen höchstens von einer endlichen 
Anzahl zusammenhängender Flächenstücke 7, (k=1,2,...) vom Gesamt- 
flächeninhalt d, in T und auf S die Beziehungen 

(30.)\a (2,9) a (2, y))<h, ba, )—-b(z,y) <h,... Hay) a,y) <h 
bestehen. Ist nun A<h,, d<0,, unter h, und d, positive, hinreichend 
kleine Zahlgrößen verstanden, so ist die zu (29.) gehörige (22.) analoge 
nicht homogene Integralgleichung stets eindeutig lösbar. 

Der Beweis wäre etwa wie folgt zu führen. Man geht von der 
Integralgleichung (22.) zu der durch zweimalige Iteration sich ergebenden 
äquivalenten Integralgleichung über. Der Nenner D des zugehörigen Fred- 
holmschen Quotienten ist von Null verschieden. Der Ausdruck D’, den 


[4 


setzt, 


man erhält, wenn man in D für a,b,c die Funktionen a’, b’, c 
konvergiert, wie sich leicht zeigen läßt, für d=0, h=0 gegen D, 
9 
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(31.) lim D’=D. 
ö=0 
h=0 


Für alle hinreichend kleinen Werte von h und d ist offenbar D’+0, womit 
unsere Behauptung bewiesen ist. 

u(%,y) diejenigen in 7 regulären Lösungen der Differentialgleichungen (1.) 
und :(29.), die auf $ verschwinden. Aus den Formeln (21.) und (22.) läßt 
sich nun unter Zuhilfenahme der bekannten Fredholmschen Auflösungs- 


formel unschwer ableiten, daß für alle (x,y) n T und auf S 
ou Hu h; ou du 


32. in ee ee 
. d=0 r. y) . y) 3-0 02 08’ 309y 9y 
h=0 h=0 h=0 


Der Grenzübergang ist gleichmäßig. 

Es ist leicht einzusehen, daß die gleichen Beziehungen bestehen, 
wenn die Lösungen u(2,%4) und w(x,y) auf S nicht verschwinden, son- 
dern gleich p(s) werden, unter p(s) eine Funktion, die stetige Ableitung 
erster und stetige oder auch nur abteilungsweise stetige Ableitung zweiter 
Ordnung hat, verstanden. Es sei v(z,y) diejenige in 7 reguläre Potential- 
funktion, die auf 8 gleich p(s) wird. Setzt man wie in $2 

u(2,y)= Ula,y)+v(a,Y), 
so genügt U(x,y) der Differentialgleichung 
L(U(&, y))=f(®, y) — L(v(e, Y)) 
und ist auf S gleich Null. Damit ist dieser Fall auf den vorhin erledigten 
zurückgeführt. 

Es möge jetzt die Randfunktion „(s) schlechthin stetig sein. Es 

sei p,(s) eine analytische, periodische Funktion, die so gewählt ist, daß 
Pl) pls) <He; 
unter & eine beliebig kleine positive Zahlgröße verstanden. 

Sind u,(2,y) und u,(x,y) die zu p,(s) gehörigen Lösungen der 
Differentialgleichungen (1.) und (29.), so ist nach einem in $ 1 bewiesenen 
Satze für alle (z,y) ın T und auf S 


(33.) ua,y)—ylr,y)|<r, Way) -wlm,y)|<v, 
unter v eine positive mit e gegen Null konvergierende Zahl verstanden. 
Man kann nun die Werte A und d so klein annehmen, etwa 


h<W<h, d<'<d, 
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daß für alle (z,y) in T und auf S 


Ä au,(a,y) O9w(a,y) _ 
uu(®, y) —u,(2,y) |<; Pr 32 — », 


(34.) E au’ | 
un ,Y) _ N I<v, lim „=0 
h=0 
Aus (33.) und (34.) folgt nunmehr für alle (z,y) in T und auf $ 
(35.) u(z,y) - w(z,y) <»,, lm», =0. 
3-0 
h=0 


Zur Vereinfachung nehmen wir jetzt an, die Koeffizienten der Differential- 
gleichungen (1.) und (29.) seien durchweg stetig. Es sei ferner 7’ wie in 
$ 1 irgend ein Gebiet im Innern von T. Man kann alsdann leicht zeigen, 
daß für alle (x,y) in 7’ 














‚Oulz, Y) ou,(z, y) Ou(z,y) Ou,(z, y) . 
(36.) ee Tr Ne | ga = <yY, im »; = 0*7), 
Hieraus und aus (34.) folgt in 7’ 

'Oule,y) Oulz,y) |9ula,y) _Oula,y) f 
(37.) vr er a ne 7 lm y,=0 
h 


Es sei jetzt eine Re age 
2 
(Barren + bey. m, +ela,y a) u=lla,y.A) 
vorgelegt. Ihre Koeffizienten mögen für alle (z,y) in 7T und auf S und 
für alle A in dem Intervalle 
(39.) Kar 

stetig sein und stetige partielle Ableitungen in bezug auf x und y haben. 
Wir nehmen ferner an, daß für alle 4 in (39.) die Differentialgleichung (38.), 
außer der Null, keine auf S verschwindende ın T reguläre Lösung hat. 
Es sei g(s) eine schlechthin stetige Funktion auf S und u(z,y, %) diejenige 
in T reguläre Lösung der Differentialgleichung (38.), die auf S gleich (s) 
wird. Aus den soeben durchgeführten Betrachtungen ergibt sich unmittel- 
bar der Satz: Ä 

Die Lösung u(x,y,4) ist für alle (x, y) in T und auf S und alle ;. 
in dem Intervalle (A,,A,) eine stetige Funktion ihrer drei Argumente. Für 
alle (x,y) in jedem Gebiete T’ und für 4, <A<h, sind die partiellen 


Ableitungen 2rE:9:D Yulz.y.d) 


. a . 1. 
ee, dy stetige Funktionen von z,y und 





*) Es folgt dies zum Beispiel aus der Formel (30.) des ersten Teiles dieser Arbeit. 
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$5. Eindeutigkeitssätze (Fortsetzung). 


Wir haben vorhin bewiesen, daß, sofern durchweg c <- 0 ist, die erste 
Randwertaufgabe der Differentialgleichung (1.) gewiß eindeutig lösbar ist. 
Dabei haben wir die spezielle Annahme gemacht, daß in 7 die Unstetig- 
keitslinien der Koeffizienten einander weder schneiden noch berühren. 
Diese Voraussetzung können wir nunmehr. fallen lassen. 

Der Koordinatenursprung sei etwa ein Punkt in 7, durch den zwei 
oder mehr Unstetigkeitslinien hindurchgehen, und es sei u(z,y) eine von 
Null verschiedene reguläre Lösung von ZL (u) =, die auf $: verschwindet. 
Sie nimmt in 7 gewiß entweder ein positives Maximum oder ein negatives 
Minimum oder auch beides an. Diese Werte kann u(x,y) dem in $ 3 be- 
wiesenen Satze zufolge, höchstens in einem Kreuzungspunkte mehrerer Unstetig- 
keıtskurven annehmen. Es sei etwa u(0,0) ein positives Maximum (zu- 
gleich der Höchstwert von u(z,y) in T und auf 8). Um (0,0) beschreiben 
wir einen Kreis /'. Sein Halbmesser wird so klein gewählt, daß die erste 
Randwertaufigabe der Differentialgleichung Z (uw) =0 in dem von I" be- 
grenzten Gebiete K eindeutig lösbar wird. 

Der Wert von u(z,y) auf /' sei mit w(s) bezeichnet. Offenbar ıst 

(40.) Max y(s) <u(0, 0). 
Es sei a,(2,Yy) (k=1,2,...) eine unendliche Folge von Polynomen, die für 
k=w in jedem die Unstetigkeitskurven nicht enthaltenden Teile von 7 
gegen a(x,y) gleichmäßig konvergieren und für alle k einer Beziehung 
a,(2,y)| < Av 
genügen. In analoger Weise werden Polynome b,(z,y) und c,(x,%) 
(k=1,2,...) eingeführt. Für alle hinreichend großen Werte von % soll 
,(; Y) <o0 
sein. Es sei u,(z,y) diejenige in K reguläre Lösung der Differential- 


gleichung 


ur , ur Our Our 


Im ty +a 45, +65, ED, 
die auf /' gleich w(s) wird. Offenbar ist für alle %k im Innern von X 


u,(@,y) < Max y(s). 


Nach $4 ist 
lım u. (2, y)= u(z, Yy), 


ko 


daher ın X 
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u(z, y) < Max y(s) 
und insbesondere 
(41.) u(0,0) < Max w(s). 
Aus (40.) und (41.) ergibt sich 
u(0,0) = Max w(s). 
Es seien /\ und 7, zwei mit /' konzentrische Kreise im Innern von K 
und es möge etwa /‘ in dem von /' und /, begrenzten Kreisringe liegen. 
Sind w,(s) und w,(s) die Werte von u(z,y) auf 7, und /,, so findet 
man ın ähnlicher Weise 
(42.) u(0, 0)= Max w,(s) = Max w,(s) = Max w(s). 
Wir wählen 7, und 7, so, daß in dem von den Kreisen 7’ und 7, be- 
grenzten ringförmigen Gebiete kein Schnittpunkt der Unstetigkeitskurven 
liegt. Die Beziehung (42.) widerspricht alsdann dem in $3 bewiesenen 
Satze. Eine in T reguläre, auf S verschwindende Lösung der Differential- 
gleichung L(u)=0 vst in T identisch gleich Null. 
Man überzeugt sich nunmehr ohne Mühe, daß sämtliche Ergebnisse 
des $3 in dem jetzt betrachteten allgemeinen Falle beliebig gelegener Unstetig- 
keitskurven ihre Gültigkeit behalten. 


$6. Die am Rande verschwindende Greensche Funktion. 


Den folgenden Überlegungen legen wir das in $ 1 betrachtete Ge- 
biet T zugrunde. Den an jener Stelle eingeführten Voraussetzungen fügen 


9“ und 0 im 
Or Oy 


Innern und auf dem Rande jedes der beiden Gebiete, in die T durch € 


geteilt wird, der Hölderschen Bedingung genügen. 
Neben der Differentialgleichung Z(«) = 0 betrachten wir die zu ihr 


adjungierte Differentialgleichung 


ou, u ou ou da ob 


wir zur Vereinfachung die weitere Annahme hinzu, daß 


Es sei (X, Y) irgend ein Punkt in T. Wir nehmen an, daß in T die 
erste Randwertaufgabe sowohl für Z(u)= 0 als auch für M(uw)=0 eın- 
deutig lösbar ist, und bezeichnen die am Rande verschwindenden (rreen- 
schen Funktionen dieser beiden Differentialgleichungen entsprechend mit 
(X, Y;x,y) und 9(X,Y;x,y). Die Bestimmung dieser Funktionen 
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macht keine Schwierigkeiten. Am besten benutzt man hierbei das in $ 2 
angegebene Verfahren. Man setzt etwa 


(X, Y;2,y)=@(X, Y;x,y)+lU(e,Yy), 

Un y)= 3, /] Ga yiEn) WE, m) ddr 

und erhält zur kin von ®(z,y) die ge 

Wlz, y) I 35// lei x WE G(2,y;$,n)+b(e, N „ae, y;5,n) 
+ 02,9) 68,4; 5, m)| 86, n) dEdn=—— LIG(X, Vz, 9). 


36 96 N“ 28 98 
d2’ dy und natürlich auch dy auf 8 


(44.) 


(45.) 


Man findet so zugleich, daß 


- stetig sind. Es sei 

$(X, Y;2,y)=4log[(X—z)’+(Y-y’T’+yYlX,Y;2,Y) 
gesetzt. Für alle nicht zusammenfallenden (X, Y) und (x,y) in T und 
auf S bestehen die Beziehungen 


1 


Wa, y) |< Aul(X — ze’ +(Y— y)] Pe ‚|Ua,y) )I< A. 


| | | 
ELITE x) +(7 —y)|| + Au- 


Hieraus sowie aus (44.) findet man leicht weiter 


X, Ya,y)'|<3/|lg(X—-z)”’+(7—y’|i+ An; 
(46.) 1096|, 6 ra | 

Stay <Aull X)? +(Y—y)} ®+4A,|logl(X a)? + (Fl. 
Analoge Beziehungen gelten, wie wir wissen, bei durchweg stetigen Koeffi- 
zienten. 

Es mögen jetzt w,(z,%y) und w,(z,y) Funktionen bezeichnen, die 
nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung sich in T und auf S stetig 
verhalten. Ihre partiellen Ableitungen zweiter Ordnung sind in 7, und 
T, stetig. Sowohl für 7) als auch für 7, gilt die bekannte Greensche 
Formel. Aus einer Verknüpfung der beiden Formeln ergibt sich die weitere 


OW, Ö 
IT tw tw) — wM(w)]dtdn=- — [ |w, a Ws | ds 
T Ss 
+ [ww (adn — bat) — / w, w, (dadn — Obads). 
Ss C 


Hierin bezeichnet (n) die nach dem Innern von 7 gerichtete Normale von 8. 


Beziehung 


(47.) 
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Bei der Integration längs C bleibt 7, links zur Fortschreitungsrichtung 
liegen. 

Es seien (z,,%,) und (2,, ;) zwei von einander verschiedene Punkte 
in T. Führt man in (47.) für w,(&,n) und w,(&, n) entsprechend $(z,, yı; &, 7) 
und ®(%,,%5;&,n) ein, so erhält man die Beziehung 


(X, Ya; &ı , Yı) — D(ı , Yı5 %2; Ya) = 


48. 1 | dat: 
(48.) 3/9 y1; 5,7) Ö(2,, Y:; 5,n) (dadn— IbdS). 


Diese Formel tritt an Stelle der bekannten Reziprozitätsbeziehung ein. 

Es sei jetzt w(x,y) diejenige in 7 reguläre Lösung der Differential- 
gleichung L(u)=f(z,y), die auf S den Wert Y(s) annimmt. Von der 
Funktion p(s) wird vorausgesetzt, daß sie TON RE erster und 


zweiter Ordnung hat. Die partiellen Ableitungen = “ “ sind in T und 
auf S stetig. Setzt man in (47.) für w,(&,n) und w „ n) entsprechend 


S(X,Y;$&,n) und n) ein, so erhält man in bekannter Weise 


X, ;y 3m, ) 9X, Y;&,n)u(&,n) dadn— dbdä) 


49. 
Bio EafEn (X, Y; N) pl)dı— 5. RLE Y; &,n) f(&,n)d&dn. 


Diese ne ist zunächst für alle NE y(s) abgeleitet worden, 
die stetige Ableitung erster und zweiter Ordnung haben. Sie güt indessen. 
wie wir gleich sehen werden, für alle abteilungsweise stetigen g(s). 

Es sei g"(s), p®(s),... eine unendliche Folge analytischer, perio- 
discher Funktionen, die in jedem die Unstetigkeitspunkte von %(s) nicht 
enthaltenden Teile von S gegen y(s) gleichmäßig konvergieren und über- 
dies einer Beziehung von der Form 

(50.) p®(s)| < A, &=1,2,...) 
genügen. Es seien u®(xz,y),u®(z,y),... diejenigen beschränkten, in 7 
regulären Lösungen der Differentialgleichung L(uw) = f, die auf dem Rande 
die Werte g®(s), g®(s),... annehmen. Nach (49.) ist 


hr 3=. 3 (X, Ft) y®(t) dt 
Ss 


(51.) ur = f$ (X, Y;&E,n)u®(£,n)(dadn— dbd3) 
c 


1 \“ u .- 
2 /J 9K, Y;&,n) f($,n) dSdn. 


Journal für Mathematik. Pd. 143. Heft 1. 10 
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Den Entwicklungen von $ 1 gemäß konvergiert u®(x,y) in jedem 
die Unstetigkeitspunkte von y(s) nicht enthaltenden Teile von 7 gleich- 
mäßig gegen u(z, Yy), 


(52.) lim u®(z,y)= u(z,y). 
k=o 
Überdies ist, wie aus (5.) geschlossen werden kann, 
(53.) u®(,y) < An. 


Aus (51.), (52.) und (53.) folgt, wie behauptet, 
u(K, Dan Yygi)dı 
(54.) auf OK, Y;&,n) u(&,n) (dadn — dba) 


a Effi Y; &,n)f(&,n) dSdn. 


Fällt insbesondere (X, Y) in einen Punkt (£,7) auf C hinein, so erhält man 


un, 2.9(8,%51) gl) di 


(55.) - 1 [seem ul, n) (dadn — Obds) 
-4//s6 18m) HE, n)dEdn. 


Analoge Beziehungen gelten, wenn in 7’ mehrere Unstetigkeitslinien vor- 
liegen. Auch darf natürlich 7 mehrfach zusammenhängend sein. 

Die Beziehung (55.) ist eine lineare Integralgleichung, die zur Be- 
stimmung von u(£,n) bei gegebenem Y(s) benutzt werden könnte. Die 
Gleichung (54.) würde sodann den Wert der re u(z,y) überall in T 


ergeben. Der Kern H(&,7;$,n) (da © Fr nn 2.) wird für &=&,7=n loga- 
rithmisch unendlich. Wir fassen u(z, y) = bekannt auf und ziehen 
a e 1 0) - _ 
aus (55.) zuerst die Folgerung, daß die Funktion Im S ErR ICH AUT) 
sich für alle (£,n) auf C stetig verhält*). 
Die nicht homogene Integralgleichung (55.) ist stets auflösbar. Dies 


kann man so zeigen. Es möge entgegen unserer Behauptung die zu (55.) 
gehörige homogene Integralgleichung lösbar sein, und es mögen w®(f, 7), 


*) Fällt ein Endpunkt von C mit einem Unstetigkeitspunkte von $Y(s) zu- 
sammen, so ist daselbst das betrachtete Integral jedenfalls beschränkt. 
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(=1,2,...p) die Nulllösungen der zu ihr adjungierten Integralgleichung 
sein. Man kann dann gewiß eine stetige Funktion f($,n) angeben, die so 
beschaffen ist, daß die Ausdrücke 


Sw@, DL EIG 15:5, n)H&,n)d&dn 
56.) ° , 


nicht sämtlich verschwinden. Die zugehörige auf S verschwindende Lösung 
U(x,y) der Difierentialgleichung ZL(u)= f würde der Gleichung 


U6,n)=— 5. [SE 18, m) U, n)(dadn— dbdk) 


1 ee 
= 5; J SE: n;:,n)(&, n)dsdn 
T 
genügen, was der Voraussetzung widerspricht. 
Diese Überlegungen würden versagen, wenn 


SSE 158 n)wr(E,n)di= 0, (i=1,2, ...p) 


C 
wäre. Dies kann jedoch nicht eintreten. Denn aus der Integralgleichung 


1 u, 4 Bi Bi 
we (E,7)=— 5, /86; n;5,n) KR 0b 4 uw”(E,n)dt, 
c 


der w”($,n) genügt, würde alsdann 


u® (&,n) = 0 
folgen. 


Betrachten wir die Beziehung (48.) und nehmen wir an, daß (z,, %,) 
in einen Punkt s auf © fällt. Es sei ferner £ der Punkt ($,n) auf ©. 
Wir finden die lineare Integralgleichung 


2 1 d dE 
(57.) da yo) 5, = — 5 / mut) 966, 10a — 055, ]at. 
C 
Ist H*(s,t) der zu 2.98) da 2 — 00 4 gehörige lösende Kern, so 


erhält man aus (57.) die weitere Beziehung 
(58.) G(@2,%Ys; 8) = D(s; 2, Ye) [9 (5,2) O(t; 22, yo) dt. 
c 


Aus dieser Formel folgt, wie sich ohne wesentliche Schwierigkeiten zeigen 
läßt, daß G(2,,y,; s) als Funktion von (z,, Y,) aufgefaßt, für alle (z,, %,) 
in T, außer auf C', stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat 
und der Differentialgleichung 


10* 
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M (6 (2, ys; s)) = 0 

genügt. Aus der Beziehung (48.) folgt nunmehr, daß ©(z,, %; %,, Yyı), ds 
Funktion von (%,Ys) aufgefaßt, für alle (x,,y,) in T und alle (2,,Y,) in 
jedem der beiden (Gebiete, in die T durch C geteilt wird, außer für & =%, 
Y = Yı, stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat und der 
Differentvalgleichung 
(59.) M(& (2, 95 2, 9ı)) = 0 
genügt. | 

Es möge jetzt wieder (z,,y,) mit dem Punkte s von Ü' zusammen- 
fallen. Bei dem Durchgang des Punktes (x,,Y,) durch C ändert sich die 


Normalableitung der Funktion G(2,, %; s) sprungweise. In‘der Umgebung 
96 


023’ Os 
Nach bekannten Sätzen über das Potential einer einfachen Linien- 





des Punktes (x,, y,) werden von der ersten Ordnung unendlich groß. 


belegung erhält man aus (58.) für den Sprung der Normalableitung von 
& ın demjenigen Punkte (z,y) auf C, dem der Wert o der Bogenlänge 
entspricht, die Formel 


3 O er “ O 4° Z * * 
(60.) 3, day; 8) Im, y; 2) =2nd (8, 0). ) 


In analoger Weise erhält man die weitere Formel 


(61.) Tre) 
7 
105 
Nähert sich (2,,%) dem Rande S von 7, so wird, wie aus (58.) mit Rück- 
sicht auf die Formeln (42.) und (43.) folgt, | 
(62.) lım G(&, %;s)=0. 
Der Grenzübergang ist für alle (z,,%) auf $S und alle s in jedem die 


Ö*(s,t) ıst der zu 5068, 9) [0a | gehörige lösende Kern. 


Randpunkte nicht enthaltenden Teile von © gleichmäßig. 
Aus (48.) ergibt sich, wenn man die Formel (62.) berücksichtigt, 
nunmehr für alle (z,,9,) n T 
(63.) lim &(2,, 9; %,yı) = 0. 
Für alle (2,,Y,) in jedem ganz im Innern von T enthaltenen Gebiete ist 
der Grenzübergang gleichmäßig. 





6) A ' : 
Im, und In, bezeichnen die partiellen Ableitungen in der 


Richtung der Innennormale von 7, bzw. T, im Punkte o auf C, 


*) Die Symbole 
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Der Einfachheit halber nehmen wir jetzt die Kurve © geschlossen 
an und bezeichnen mit T, denjenigen der beiden Teilbereiche von 7, der 
einfach zusammenhängend ist. Es sei (N,) irgend eine Normale an C', (n) eine 
beliebige Normale an $. Es sei ferner C irgend eine ( umschließende, 
geschlossene, stetig gekrümmte Kurve in 7,, © und ©” die von Ü und 
C bzw. C und S begrenzten Gebiete, (X, Y) ein Punkt im Innern von 
0 oder auf-C. Die Greensche Funktion & (X, Y;x,y) ıst, als Funktion 
von (2,%) betrachtet, eine in ©” reguläre Lösung der Differentialgleichung 
L(u)=0. Sie nimmt auf C eine gewisse stetige Wertfolge y,(X, Y; x, y) 
an ist auf S gleich Null. Wie sich aus (58.) und (48.) folgern läßt, 


ist für alle (X, Y) in © und auf CO und für alle (z,y) auf C vor- 





5% 
handen und stetig. Dem am Schluß des $ 2 abgeleiteten Satze zufolge 


ist die partielle Ableitung 


0° 
InöN, (X, Y;xz,y) 
für alle (X, Y) in ©’ und auf C und alle (x,y) im Innern von ©’ und 
06 06 


auf S vorhanden und stetig. Da 2 und 37, für alle diese Werte von 
(X, Y) und (z,y) existieren he stetig sind, so ist nach einem Satze von 


Herrn H. A. Schwarz auch vorhanden und stetig und es ist 


aNLEn on 
26 86 x) 

ON,on mon,‘ 

Für eine spätere Anwendung genügt es übrigens zu wissen, daß 





(64.) 


die partielle Ableitung 2. für alle (X, Y) auf C und alle (z,y) auf 
2 
S existiert und sich stetig verhält. 


$ 7. Asymptotisches Verhalten der @reenschen Funktion am Rande des Gebietes. 


Den Betrachtungen dieses Paragraphen legen wir folgende Voraus- 
setzungen zugrunde. Das Gebiet T ist der Einheitskreis um den Koordinaten- 
ursprung. Die Koeffizienten der Differentialgleichung (1.) sind in 7T und 





*) Vgl.H. A. Schwarz, Über ein u System - einander unabhängiger 


Voraussetzungen zum Beweise des Satzes - ee (2 y ) - Ep ee y), Ges. Math. 
Abh., Bd. II, S. 275—284. 
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aul 5 nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig. Es gibt, 
außer der Null, keine in T reguläre, auf S verschwindende Lösung der 
Differentialgleichung ZL(u) = 0. 

Es sei &(X, Y;x,y) die zu 7 gehörige @reensche Funktion dieser 
Differentialgleichung. Wir wollen das Verhalten von & studieren, wenn 
sowohl der Aufpunkt als auch das Argument sich dem Rande nähern. Es 
kann insbesondere auch der Fall eintreten, daß (X, Y) und (x,y) gegen 
denselben Punkt von S konvergieren. 

Wir setzen die Lösung & dadurch jenseits des Kreises fort, daß wir 
ihr in den win bezug auf 5 konjugierten Punkten jedesmal entgegengesetzt 
gleiche Werte erteilen. 

Es seien (x,y) und (X,, Y,) irgendwelche Punkte außerhalb 7 und 
(2,, 0) und (X,, Y,) die hierzu konjugierten Punkte. Wir setzen 

(65.) 8(%, Y5;2,y)= —- (X, Yo; %, %o)- 
Man überzeugt sich leicht, daß &(X,, Y; 2, y) für alle (x, y) außerhalb 7, 
außer für = X,, y= Y,, der Differentialgleichung 


0? 0? ö 
= r ag pr 3, [a (X, Yo) (Yo — 2%) — 2b(&,, Yo)&o Yo) 


Ö 
+ 3 [— 2a (2, , Yo)%oYo + b(z,; Yo) (—y)] + 0(%, Yo) (x + y) u — (0 


genügt. Es möge jetzt der Punkt (z,y) völlig willkürlich sein. 
Setzt man in T 
(67.) a8, y)=ala,y), ba, y)=bla,y), alz,y)=c(a, 9), 
außerhalb T, kürzer in T, 
(2, Y) = a(%, Yo)(y — ) — 2b (Ro, Yo)LoyYo 
(68.) bu(8, Yy) = — 20(R , Yo)ZoYo + BlÜo; Yo) — Yo): 
(2, Y)= eu; H)(R + %); 
so genügt ®(X,, Yy;%,y) überall, außer in den beiden Punkten (X,, I); 
(X,, Yı) und auf S, der Differentialgleichung 


(69.) 5 t+ ET, +5, + bo 3, +ou=0. 


(66.) 


Die Koeffizienten «a,, b,, €, sind nebst ihren partiellen Ableitungen erster 
Ordnung in T und 7, die Begrenzung inbegriffen, stetig und ändern sich 


auf S sprungweise. Die Ableitung in der Richtung der Innennormale 
0) 


- $(X,, Yo; 2, y) ist, wie wir wissen, auf S vorhanden und stetig. Aus 
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(65.) folgt, da & auf $ verschwindet, daß A sich beim Durchgang durch 5 


stetig ändert. Aus den Entwicklungen in $1 folgt, daß ©&(X,, Yo; z, %) 


eıne in der ganzen Ebene, außer in (X,, Y,) und (X,, Y,), reguläre Lösung 
der Differentialgleichung (69.) darstellt. Insbesondere sind 4 3 
in diesen beiden Punkten, stetig. Die partiellen Ableitungen zweiter Ord- 


2 9? ß 
Eee: ändern sich auf S sprungweise. 


außer 





nung a’ dnöy’ öyt 

Es sei D ein mit S konzentrischer Kreis im Innern von T und © 
das von S und D begrenzte Kreisringgebiet. Ist die Entfernung der beiden 
Kreise hinreichend klein, so existiert die zu © gehörige Greensche Funktion 
6, der Differentialgleichung Z(u)= 0. Es sei D, der zu D in bezug auf 
S konjugierte Kreis und 0 das von D und D, begrenzte Ringgebiet. Wir 
setzen schließlich, unter (x,,%,) vorübergehend irgend einen Punkt in ©, 
unter (x,y) den hierzu konjugierten Punkt verstanden, 

(X, Yo; 2, y) = — (As, Yo; 2a; Y%o)- 
Aus den vorhin durchgeführten Überlegungen folgt, daß &,(X,, Y;z.%) 
diejenige in ©, außer in den Punkten (X,, Y,) und (X,. Y,), reguläre 
Lösung der Differentialgleichung (69.) ist, die auf D und D, verschwindet 
und ın den ausgeschlossenen Punkten sich entsprechend wie 
—+log (Ri + (Hy und Zlog (U - 2 + (hy) 
verhält. Wir wählen die Entfernung des Kreises D von S so klein, daß 
in © die Greensche Funktion © von (69.) existiert. Offenbar ist 
(70.) (Ko, 5 2,y)= 6 (A, Ya, y)- 8 (A, Yı2,Y). 

Es sei D, ein mit S konzentrischer Kreis im Innern von ® und @, das 
von D, und S begrenzte Gebiet. Für alle (X,, Y,) und (z,%y) ım Innern 
von @, erhält man schließlich für die @reensche Funktion © der Differen- 
tialgleichung Z(u) = 0 den Ausdruck 
(71.) &(X,, Y52,y) = O(X,, Y5 2, y) - OA, Y32,y)+y(Ao, Y5 2.9): 
unter y eine für alle (x,%y) in ©, reguläre Lösung der Differentialgleichung 
L(u)= 0 verstanden. Die Funktion y(X,, Y; 2,y) ist für alle (X,, },) 
und (x, %) im Innern und auf dem Rande von ©, stetig. Für (71.) können 
wir auch setzen 


2 _(X| —- 1? +(K-y), 
12. X, Yo; ’ = | m Y ns Bu ’ > R R 
RE Pr 
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worin y, (Xu, Y;%,%) eine für alle (X,, Y,) und (z,%) im Innern und auf 
dem Rande von @, stetige Funktion bezeichnet. 

Die Beziehungen (71.) und (72.) stellen eine Verallgemeinerung der 
bekannten Formeln für die klassische Greensche Funktion eines Kreisgebietes 
dar. Sie geben Aufschluß über das asymptotische Verhalten der @reenschen 
Funktion, wenn der Aufpunkt und das Argument sich gleichzeitig dem 
Rande nähern. 

Aus (71.) erhalten wir, wenn wir die bekannten Eigenschaften der 
Greenschen Funktion der Differentialgleichung (69.) im Innern des Gebietes 
0’ berücksichtigen, für alle (X,, Y), (2,4) im Innern und auf dem Rande 


von ©, die Beziehung 


| E 1 
(73.) 5, (X, Yo; 2, y)= 5 (log e) + Ye(Xo, Y5 2, y) log 


1 
+73(%, %5 2, %) log + yı(&, Y5 8,9%). 


Die Funktionen Ya»Ys, Yı genügen für alle (X,, Y,) und (z,y) in 
O0, und auf S einer Ungleichheitsbeziehung 


y.+|9|+ I < An. 


Analoge Beziehungen gelten für die partielle Ableitung = 


°Y 
Diese Betrachtungen ließen sich weiter fortspinnen und dazu benutzen, 
das Verhalten der Ableitungen höherer Ordnung von © zu studieren. Wir 
sehen hiervon indessen ab und, bemerken nur, daß die Ergebnisse dieses 
Paragraphen sich im wesentlichen auf den Fall übertragen lassen, wenn das 
vorgelegte einfach zusammenhängende Gebiet von einer beliebigen stetig ge- 
krümmten Kurve begrenzt ist. Bildet man nämlich unser Gebiet auf den 
Einheitskreis konform ab, so geht die zugehörige Greensche Funktion der 
Differentialgleichung (1.) in die zu dem Einheitskreise gehörige @reensche 
Funktion einer ganz analogen Differentialgleichung über. 

Von der Formel (71.) ausgehend, kann man direkt zeigen, daß der 
Wert, dem der Ausdruck 


= 5 (2,9; yowdı-,,// 8%. y;$,n)H&,n)d&dn 


zustrebt, wenn (x, y) sich einem Stetigkeitspunkte s von g(s) nähert, gleich 
p(s) ist. 


G(X,, Y,; LT, Yy). 
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Kapitel II. Das zweite Randwertproblem. 
$1. Reguläre Lösungen. 

Es sei & eine geschlossene, stetige, doppelpunktlose Kurve in der 
Ebene der Variabeln (X, Y) und © das von ihr begrenzte endliche Gebiet. 
Es seien o die Bogenlänge der Linie & und X=X(o), Y= Y(o) ihre 
Gleichungen. Wir nehmen der Einfachheit halber an, daß die Funktionen 
X(o) und Y(o) stetige Ableitungen der drei ersten Ordnungen haben. 

Es sei eine Differentialgleichung 

a2U U d 
vorgelegt. Ihre Koeffizienten sind in © und auf & stetig. Die Funktionen 
A und B haben in © und auf 8 stetige Ableitungen der ersten und der 
zweiten Ordnung, C und F diejenigen der ersten Ordnung. 

Es ist diejenige beschränkte, in © reguläre Lösung U(X, Y) von (1.) 
zu bestimmen, deren Normalableitung auf Z eine vorgeschriebene, abteilungs- 
weise stetige Wertfolge y(o) annimmt *). 

Es sei Z=X-+:Y und es sei 

(2.) z+iy=z=2(2)=s(X,Y)+ıy(X,Y) 
eine analytische Funktion, durch deren Vermittlung das Gebiet © auf den 


Einheitskreis T der Ebene (z,y) konform abgebildet werden kann. Nach 


" dz dr dz . 
bekannten Sätzen sind die Ableitungen 12’ 1 auf I stetig, 77 st 


+CU=F 


*, Um die Aufgabe zu einer völlig bestimmten zu machen, fügen wir noch 
folgende Festsetzungen hinzu: 
Für alle (X, Y) in © soll 
IoU| , |OU 2 
(3.) ax? ay —Aullog R + Azı 
sein, unter R* die Entfernung des Punktes (X, Y) von 3 verstanden. Es sei (N) 


eine Normale von 2. Die partielle Ableitung n ist beschränkt und konvergiert bei 


der Annäherung an den Rand in jedem die Unstetiekeitspunkte von y(o) nicht ent- 
haltenden Teile von 3 gegen ihren Grenzwert in gleichem Grade. 

Ein von dem in dieser Arbeit entwickelten wesentlich verschiedenes Verfahren 
zur Auflösung des zweiten Randwertproblems der Differentialgleichung (1.) ist von 
Herrn Picard skizziert worden (Vgl. Annales de l’Eceole Normale t. XIV, 1907, 


p. 335 —340). 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 11 
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daselbst von Null verschieden*). Wir führen x und y als neue Variabeln 
ein und setzen 

(4.) U(X,Y)=u(z,y). 
Die Funktion u(x,%) ist diejenige im Innern des Einheitskreises reguläre 
Lösung der a 


= je" Wr aY 


_ o[@2 +) tr + 


deren Normalableitung an der Kreisperipherie eine ie abteilungs- 
weise stetige Folge von Werten g(s) annimmt. Es mögen r und 6@ die 
Koordinaten eines Polarsystems, dessen ge im Kreismittelpunkt liegt, 


u 


bezeichnen. Die partielle Ableitung —- ist, wie man sich leicht über- 


zeugt, beschränkt und konvergiert in wi Teile von $, der die Unstetig- 
keitspunkte von g(s) nicht enthält, gleichmäßig gegen —g(s). Die Koefli- 
zienten a,b,c und f sind im Innern und auf dem Rande $S von T stetig 
und haben daselbst stetige partielle Ableitungen erster Ordnung. Im 
Innern von 7 sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von «a 
und b vorhanden und stetig. Die zu A(uw)=0 adjungierte Differential- 


gleichung ist 
M | da ob 
— u — — — u * — %* = aim «ikea Veh ine 


Wie eine einfache Rechnung zeigt, ist 


“ne [0-32 u][e +] 


Die Funktion c* ist ganz wie die Funktion e in T und auf S mit 


ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig. 
Es sei w(z,y) eine in T reguläre Lösung der Differentialgleichung 


a MP 
(7.) Fu öy „/ 90 di=a, 


*) Vgl. L. Lichtenstein, Zur Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung des elliptischen Typus, Math. Annalen 67 (1909), S. 559—575, insb. 
S, 561—563. — A. Korn, Sur les &quations de l’&lastieite, Annales de l’Ecole Nor- 


male, 1907, S. 9—75, insb. S. 25. 





ng BIEMES NE Ra Br ph RR Se "I REISEN: en nr ENGER FE ET 


EA ee ee re 





ERREEERLTEEIEINTTER EN 


DRAN EUER 


ih 


ee ee ee 


SERIE, 


SEN > 





Lichtenstein, Randwertaufgaben der linearen elliptischen Differentialgleichungen. II. 83 


deren Normalableitung auf S den Wert g(s) annimmt*). Nach bekannten 
Sätzen ist eine Lösung dieser Art stets vorhanden und bis auf eine addi- 
tive Konstante bestimmt. Ist die Funktion g(s) auf S stetig und genügt 


sie etwa der Hölderschen Bedingung, so sind die partiellen Ableitungen 


= : 4 in T und auf $ stetig**). In dem von uns vorausgesetzten allge- 


ow dw 
O2’ Oy 
an der Kreisperipherie logarithmisch unendlich. Ist ge die Entfernung des 
Punktes (z,y) von 8, so ist 


meineren Falle einer abteilungsweise stetigen Funktion g(s) werden 


'ow! I w ] 
(8.) dr | + Er < A» log } + Az. 
Wir setzen 
(9.) u(z,y) = w(2,y)+ w(r,Y). 


Die Funktion «,(z,y) ist eine beschränkte, in 7 reguläre Lösung der 
Differentialgleichung 

Oi, 0 OU, OU u ow 
or: 7 oy: r4 or Fr b Oy tr 2 


or 


(10.) 


Ö 
bay) 5, em yw—a=lla,y). 
Die Funktion f(x, y) ist in jedem ganz im Innern von T enthaltenen 


Gebiete stetig und hat daselbst stetige Ableitungen erster Ordnung. Bei 
der Annäherung an den Rand wird f(x, y) logarithmisch unendlich. Es ist 


(11.) Mz,y) < Ay log + Az. 
Wir setzen die Funktion u,(x,Yy), die bis jetzt nur in T und auf S er- 
klärt war, dadurch jenseits des Einheitskreises fort, daß wir ihr in den 
ın bezug auf S konjugierten Punkten jedesmal die gleichen Werte beilegen. 
Ist (z,,%,) ein Punkt in 7 und 
i= ——— Y-—ıı 


so wird mithin 





*) Der präzise Sinn dieser Randbedingung ist nach den Ausführungen über 
Ou(r,®) 





E klar. 
r 
**) Vgl. L. Lichtenstein, Über die zweite und dritte Randwertaufgabe in der 
0? D* 0? 5? rt 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen Su + a =() und E s + u = p(z,y), 


Sitzungsb. der Berliner Math. Ges. 1909, S. 19—28. 


ir 
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(12.) (2, Y) = W (2; Yı) ; 
gesetzt. Die Funktion w,(2,%) genügt außerhalb des Einheitskreises der i 
Differentialgleichung | 

O0? u 0° OU, : 
tt lee 

(13.) 


.; E -[—2a(z,, Yyı)ııYyı + b(%,, Yy,) (8 — yı)] 

+c(&; yı)( + Yyı)% Bu (a. Yyı)(«i r Yyı)- 
Setzen wir ın T ; 
(14.) a,(2,y)=a(z,y), bo(z,y) = b(z,Y), 6(2,y)=c(z,Y), (2,9) =F(a,Y), 
außerhalb von 7, kürzer in T, 

(X, Yy) = a(z,, yı)(yı —&) — 22, yıb(z, , Yı); 

(15.) bdo(®, y) = — 27, Y,Q a(2,,Yyı)+ biz, ya —Yı); 
(2, Y) = cl, Yyı)(dt+ y), hla,y)= fa, y)lat yı) 


so genügt %,(x,%) überall, außer im allgemeinen auf S, der Differential- 





gleichung 


Om , 98 OU du 
16.) Alto) = Gar + age + oa +0 ay + oo=h- 


Die Funktionen a, und 5b, sind auf S sprungweise unstetig und haben 
sowohl im Inneren als auch im Äußeren des Einheitskreises, die Begrenzung 


ET RE EERTERIE Re 


jedesmal eingeschlossen, stetige Ableitungen erster Ordnung. Im Innern 
von T und T sind die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von a und b 
vorhanden und stetig. Die Funktion c, ist überall stetig und hat in jedem 
der beiden Gebiete T und T mit Einschluß der Begrenzung stetige Ab- 
leitungen erster Ordnung. Die Funktion f, hat in T und T stetige Ab- 
leitungen erster Ordnung, wird aber bei der Annäherung an S logarithmisch 
unendlich. Ist (x,y) irgend ein Punkt in 7 oder in T und o seine Ent- 
fernung von S, so ist d 


(17.) fo(, y) <— Ag, log, |+ Az: 


Die zu (16.) adjungierte Difierentinlglsichung ist, wie eine einfache Rech- 
nung zeigt, 








RE; u, 9% OU, 0) se 
M o(%) = ar Oy? (4 7 — bo + cH u=ß, 
(18.) 4 BR ri y) Obie,y) . 
c*(z,y)= |*@,) = ea. y) — un a "Wirk 


e*(2, y)(a? + 99° in T. 
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Die Funktion cf(z,y) ist wie die Funktion c(z, y) überall stetig und hat 
in jedem der beiden Gebiete T und 7 mit Einschluß der Begrenzung stetige 
Ableitungen erster Ordnung. Die Koeffizienten der Differentialgleichungen 
A (u) =0 und M,(w)= 0 erfüllen alle Voraussetzungen, die wir den 
Koeffizienten der Differentialgleichung (1.) in I$1 auferlegt haben. In 
einem ‚hinreichend kleinen“, sonst in der Ebene (x,%) beliebig gelegenen 
Gebiete sind also die @reenschen Funktionen von A,(w,)= 0 und M,(u,) = 0 
gewiß vorhanden. *) 

Es seien $,,... S, gewisse mit S konzentrische Kreise, 5’ der zu $, 
in bezug auf $ konjugierte Kreis. Wir wählen die Zahl p» und die Radien 
R,<R,< + <R<R=1<EKE 
der Kreise so, daß in den entsprechend von $’, 8,5 8, 8.5 81, Ds5 ...; 
8... 8,58, , ferner 8, 8,5 8, , Se; 82, Ss; ...5 da; 
Gebieten die erste Randwertaufgabe der Dilferentialgleichungen A,(w,) = 0 


S, begrenzten endlichen 


und M, (w)= 0 für alle abteilungsweise stetigen Randwerte eindeutig lösbar 
ist. Der Einfachheit halber nehmen wir p=2 an und bezeichnen die 
zu den von #8’, 8; 5, 8,; S, begrenzten Gebieten T,, T,,T, gehörigen 
Greenschen Funktionen der Differentialgleichung (18.) entsprechend mit 
(2,9; 5, n), del®, 95 5,7), 9s(2, %; 5,n). 

Es mögen wie vorhin r und # die Koordinaten eines Polarsystems, 
dessen Ursprung im Kreismittelpunkt liegt, bezeichnen. Die Funktion 
W(2,y)= W(r, 0) ist überall stetig. Es sei T* ırgend ein die Unstetigkeits- 
punkte von g(s) nicht enthaltendes endliches Gebiet. Die partielle Ab- 


leitung un ist beschränkt, in 7* stetig und insbesondere für r=R 
gleich Null. Die partiellen Ableitungen 2 und dr erfüllen nach Voraus- 


setzung eine der Beziehung (8.) analoge Ungleichheit. Aus den Entwick- 
lungen der $$ 1 und 2 des ersten Kapitels folgt, wie sich leicht zeigen läßt, 


OU, OÖ > >22 
daß = und dy überall stetig sind. 


Es seien u(#), u,(0), u,(#) die Werte von u,(z,y) auf S, S, und $,. 
Auf 8’ ist w.(®, y) gleichfalls gleich «,(#). Die Funktionen «,(#) und w,(®) 
sind stetig und haben stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung; die 
Funktion «(®) ist gewiß stetig. 


*) Vgl. Kapitel 1 $$ 3 und 5. 
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Wir wenden jetzt die Formel (54.) des ersten Kapitels auf das 
(Gebiet T, an und erhalten 


EN gm m f 5m? (2, 459) ()d0+ 5° [ 2 81a, 4; 9)1(0) 0 


S, 


(19.) | 
; a RT 
y 2 ffoteyie n) fo ($, 7) ds dı] — 35. / 9ı(®9;0) u(0)(da,dn — Vb,d$). 
T, s 


Zur Abkürzung ist hierin, wenn ($,,,) denjenigen Punkt auf S, S, oder $’ 
bezeichnet, dessen Amplitude gleich ® ist, S(z, y; 0)= H(z,y; &,n,) ge- 


setzt worden. Das Symbol 54 bezeichnet die Ableitung in der Richtung 
der Innennormale. Es ist schließlich, wenn vorübergehend a,(z, y) = a*(r,®), 
b,(2,y) = bi(r,6) gesetzt wird, 

da= as (R+0,0)— af (R— 0,0), db,= bX(R+ 0,0)— bX(R— 0,0). 
Läßt man jetzt den Punkt (x, y) in denjenigen Punkt (£,7) der Kurve 8, 


dessen Polarkoordinaten R und 7 sind, übergehen und setzt man zur 
Vereinfachung 


95,59) = (7,0, 98555 )=Sl5 En), 
so erhält man aus (19.) die Formel 


la) 3u,/ öm $(7 ‚0)u(0)d0 4 5 ei ö,(7, 0) u,(0) d0 


2 
am Fo T;$&,n)fo($&, 7 n)dsdn—, fir 7,0) u(®) (da,dn — Ib,dE). 


Wir wenden jetzt weiter die Formel (30.) des ersten Teiles auf die beiden 
Gebiete T, und 7, an und erhalten für alle (z,y) in T, 


R ro 
u(2,y)= 5.) 302 @ 9; O)u(0)da + 52 Son! .(2, 4; 0) u, (0) d0 
Ss 


- 2 SS ey; 5,n)hl8, m) dan, 
T, 
für alle (x,y) in 7, 
B 
(22.) un y)= st [I 0 (2, 4; 0)u, (0 )do—,_ is (1;5,7)%(&,n)dsdn. 


Aus (21.) und (22.) folgen die beiden EEE 
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R. we. .i 
u S ont! (7,0) u (000 7, 5m 2er, 9)u,(0)d0 


23. 1 r :,n)d& 
( ) =. /J Set, n)fo(5; n)dsdn, 


In J an delr 0) 0)u, (0 0)d0— I® (7;z&,n)fo($,n)dsdn. 


Die Formeln (20.) nn (23.) bilden ein System IE linearer Integral- 
gleichungen. Wir wollen jetzt zeigen, daß man umgekehrt die Gleichungen 
(19.) bis (23.) dazu benutzen kann, um die Lösung des Randwertproblems, 
die wir bis jetzt als bekannt vorausgesetzt haben, zu bestimmen. 

Die Integralgleichungen (20.) und (23.) mögen zunächst eindeutig 
lösbar sein und es seien u(#), u,(@), u,(#) ihre Lösungen. 

Nach dem in I $1 und $ 2 auseinandergesetzten Verfahren bestimmen 
wir eine Lösung u”(z,y) der Differentialgleichung (16.), die in 7, stetig 
ist, sich, außer etwa auf S, regulär verhält und auf S, und S’ die Werte 
u,(0) annimmt. Die partiellen Ableitungen un an 
Es sei ferner u®”(x,y) diejenige in 7, reguläre Lösung von (10.), die auf 
S und S, entsprechend die Werte u(#) und «,(#) erhält. Endlich sei 
u®(z,y) die in 7, reguläre Lösung von (10.), die auf $, gleich u,(#) wird. 

Für alle gs y) in T, erhalten wir wie vorhin für «,(z,%) die Formel 


u”’(@,y)=; — I S,(z, y; 0) u, (0) do +3 mi uf 
ug ' 


sind auf S stetig*). 


” (2, 9Y; 0)u,(0)d® 


(24.) 
3a [Ni (2,y;$,n) (8,7 Ddsdn— /sı(2,y;0) u(0) (da,dn —Ib,d£). 
"2 


Offenbar nimmt der Gleichung (20.) zufolge u"(xz,y) auf S die Werte u(r) 
an. In ähnlicher Weise überzeugt man sich, daß u®(xz,y) auf S gleich 
u,(tT),u®(x,y) auf 8, gleich u,(7) wird. In jedem der von S, S,;8,, 83; 8, 
begrenzten endlichen Gebiete ist das erste Randwertproblem nach Voraus- 
setzung eindeutig lösbar. Die Lösungen u”(xz,y) und u®(z,y) nehmen 
auf S, und S dieselben Werte an. Sie sind daher in dem ganzen von 


*) Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von u®(x,y) sind auf $ im 
allgemeinen weder stetig noch selbst abteilungsweise stetig. Die Lösung u (x, y) ist 
daher auf $ im allgemeinen nicht regulär. 
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S, und S begrenzten Gebiete einander gleich. Ebenso sind u®(x,y) und 
u®(x,y) in dem von 8, und 8, begrenzten Gebiete identisch. Führt man 
nunmehr eine Funktion ug (x,y) ein, die in 7,, 7,, 7, entsprechend gleich 
u” (z,y),u”(z,y),u®(x,y) ist, so stellt uf(x,y) eine in dem von 8’ 
begrenzten endlichen Gebiete, außer etwa auf $, reguläre*) Lösung der 
u (z,y) Ous(z, y) 
a ' a 
sind noch auf S stetig. In T,,T,,T, wird offenbar u*(x,y) entsprechend 
durch die Gleichung (24.) und die Formeln (21.) und (22.), in denen 
linker Hand u®(z,y) und u®”(x,y) zu setzen ist, dargestellt. 


Es sei (z,,%Y,) ein Punkt in 7, und 
7 Yı 
L, PR ae De, D) D) 
vy GG: +y 247% ) 
der zu ihm konjugierte Punkt. Wır beweisen, daß 


Differentialgieichung (16.) dar. Die partiellen Ableitungen 





(25.) u” (2,y)= u” (m, Yı)- 
Führt man durch die Gleichungen 
ASDEM. DER FE | 
I = +? Yyı = 2? + y2 


neue Variabeln ein, so gehen die Kurven S,,8,8’ entsprechend in 8’, S, S, 
über, die Differentialgleichung (16.) bleibt invariant. Setzt man 

(26.) u® (z,y)= u® (z,,Yı); 
so stellt u®(x,,%,) eine in 7,, außer höchstens auf S, reguläre Lösung 
der Differentialgleichung (16.) dar, die auf S, und S’ die Werte u, (6) 
annimmt. Die Funktion 

(27.) ud (2, y)= u (2, y)—u®(z, 9) 
ist eine in 7,, außer vielleicht auf S, reguläre, auf $, und S’ verschwindende 
Lösung der Differentialgleichung A,(w) =0. Es ist nun leicht zu zeigen, 
daß u®(xz,y) sich auch noch auf S regulär verhält. Aus der Gleichung 
A. TER. Re 6) 
04° oy? dx ° oy 


(6) 6) 
ergibt sich, da nA 


(28.) 





auf S stetig sind, in der üblichen Weise zuerst, 


O2’ Oy 
daß diese partiellen Ableitungen der Hölderschen Bedingung genügen, dann 
2 2,(5) 2 2,(5) 
dem Hilfssatze in der Einleitung zufolge, daß uk und Sr sich auf S 





*, Vgl. die Fußnote auf S. 87. 
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sprungweise ändern. Da in 7, die erste Randwertaufgabe der Differential- 
gleichung (16.) nach Voraussetzung eindeutig lösbar ist, so ist 





(29.) u(a,y)=0, uP(a,y) = una, y). 
Aus (29.) und (26.) folgt somit in der Tat 
(30.) u” (2,y)= u" (2, Yı)- 
ou) ou) m 
Da nun Ep und "DE auf S stetig sind, so ist demnach auf S 


er) _ ie) _ 
on on 
Offenbar vst die soeben gefundene Funktion uf (x, y) die einzige un 
T reguläre Lösung der Differentialgleichung (10.), deren Normalableitung auf S 
verschwindet. Denn ist w,(z,%) eine andere Lösung von gleichen Eigen- 
schaften, so bestehen, wie wir vorhin gezeigt haben, die Beziehungen (19.) 
bis (23... Aus diesen und aus den analogen Gleichungen für uf (x, y) 
folgt in T identisch 
(32.) u(z,y) = utle, y). 
Die Funktion 
U(X,Y)=u(a,y)= w(2,y)+ w(2; Y) 
ist die einzige Lösung des eingangs gestellten Problems. 
Wir haben bis jetzt angenommen, daß die simultanen nicht homo- 
genen Integralgleichungen (20.) und (23.) eindeutig lösbar sind. Es mögen 


(31.) 0. 


jetzt die zugehörigen homogenen Integralgleichungen von Null verschiedene 
Lösungen haben. Man überzeugt sich in derselben Weise wie vorhin, daß 
alsdann die Differentialgleichung L(U)=0 eine endliche Anzahl linear 
unabhängiger, in T regulärer Lösungen hat, deren Normalableitung auf S 
verschwindet. 

Wir sind bei unseren Betrachtungen von einem einfach zusammen- 
hängenden Gebiete ausgegangen. Liegt ein mehrfach zusammenhängender 
Bereich vor, so wird dieser auf ein von Vollkreisen begrenztes Gebiet 
abgebildet. Die Lösung wird über alle Kreislinien durch Spiegelung fort- 
gesetzt und es wird im übrigen wie vorhin verfahren. Man hat wieder 
eine Anzahl verschiedener Gebiete zu betrachten und auf jedes die Formel 
(55.) des ersten Kapitels oder die Formel (30.) des ersten Teiles dieser 
Arbeit anzuwenden. Hat das vorgelegte Gebiet p Begrenzungslinien, so 
hat man hierbei neben einer Anzahl Kreisringgebiete ein von p Kreisen 


begrenztes Gebiet zu betrachten. Dieses ist so zu wählen, daß die erste 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 12 
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Randwertaufgabe der Differentialgleichung A(w) = 0 daselbst eindeutig 
lösbar wird. Dies kann man ohne Zweifel immer erreichen. Aus unseren 
Eindeutigkeitssätzen läßt sich diese Eigenschaft allerdings nicht ableiten. 
Wir gehen auf diesen Gegenstand nicht näher ein. 

Durch die Betrachtungen dieses Paragraphen ist nebenbei die 
folgende Randwertaufgabe mit erledigt. 

Es ist diejenige beschränkte, in einem Kreisringgebvete*) reguläre Lösung 
u(x,y)= u(r,®) der Differentialgleichung A(u) = f zu bestimmen, die auf 
der einen Randkurve vorgeschriebene, abteilungsweise stetige Randwerte annimmt, 
während auf der anderen Randkurve der Wert ihrer Normalableitung g(s) 
vorgegeben ist. Auch dieser Wert stellt eine abteilungsweise stetige Funk- 
tion der Bogenlänge dar. 

Es sei etwa der von S und 5, begrenzte Kreisring das fragliche 
Gebiet, und es sei auf 8 


(33.) 2=g(), 

auf S, aber 
(34.) u(r,6)=y(s). 

Es möge w(x,y) dieselbe Bedeutung wie vorhin haben. Wir setzen wieder 
(35.) u(2,y)= we, y)+ wi, Y) 


und bezeichnen den bekannten abteilungsweise stetigen Wert von u,(z, %Y) 
auf S, mit (0). Offenbar ist w(z,%y) = uw,(r,@) diejenige in unserem 
Kreisringe reguläre Lösung der Differentialgleichung (10.), die den Bedingungen 
u(r,0)=gy,(0) auf 8,, 
(36.) Ou(r,0) 
or 
genügt. Bezeichnet man den Wert von u,(z,y) auf 5, und S wieder mit 


u,(s) und «u(s), so erhält man zur Bestimmung dieser Funktionen ein 
System von zwei simultanen linearen Integralgleichungen. Die eine ist 
die Gleichung (20.), die andere erhält man aus der ersten der Gleichungen (23.), 
wenn man rechter Hand %„,(®) für u,(6) setzt. 


0 auf S 


$ 2. Die zu dem zweiten Randwertproblem gehörige Greensche Funktion. 
Ist das zweite Randwertproblem eindeutig lösbar, so existiert die 
zugehörige @reensche Funktion &"(z*, y*;x,y) der Differentialgleichung 


*), Allgemeiner, in einem zweifach zusammenhängenden Gebiete, dessen beide 
Begrenzungskurven die der Kurve 3 vorhin erteilten Eigenschaften haben. 
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A(u)=0, d.h. diejenige in T, außer in (x*, y*), reguläre Lösung, die in 
(x*, y*) sich wie 

— 3 log [a - =*)’ + (y— y*)? 
verhält und auf S der Beziehung 


38" 
on 


genügt. Die Bestimmung der Funktion &'" macht nach unseren bisherigen 
Ergebnissen keine Schwierigkeiten. Es möge etwa (z*, y*) in dem von 
S und 5, begrenzten Ringgebiete 7'* liegen, und es sei (z#, y*) der zu (=*, y*) 
in bezug auf S konjugierte Punkt. Zur Bestimmung der Werte von ®' auf 
S, 5, und 5, erhält man ein den Gleichungen (20.) und (23.) ganz analoges 
System linearer Integralgleichungen. In (20.) tritt rechter Hand der Ausdruck 
Sla*, yr;2,y) + Slar, y52,Y); 
in der ersten der Gleichungen (23.) das Glied 
G,(a*, y*;, y) 

hinzu. Hierin bezeichnen 6, und ®, die zu 7, und T, gehörigen am 
Rande verschwindenden Greenschen Funktionen der Differentialgleichungen 
A,(u)=0 und A(u)=0. 

Das Verhalten der Funktion &' bei der Annäherung der Punkte 
(z2*,y*) und (x,y) an S läßt sich nunmehr leicht überschauen. Es sei 
T, irgend ein Teil des Gebietes 7*, der keinen dem Kreise S, angehörenden 
Punkt enthält. Für alle (x*,y*) und (x,%y) im Innern oder auf dem 
Rande von T,, ist 
(37.) SU (a*, yr; 2, y)= blat, ya, y)+ Ola, ya, y) + ra, y8,Yy). 
Hierin bezeichnet y’(«*, y*;x,,y) eine für alle (x*, y*) und (z,y) in T, 
(Begrenzung eingeschlossen) stetige Funktion. 

Rücken (x*, y*) und (x,y) etwa in die Punkte ($*, 7*) = 0* und 
($,n)= 0 auf $ hinein, so finden wir aus (37.) die weitere Beziehung 

&'(0*, 0) = 26, (0*, 0) -+ y’(0*, 0) 
= — log |(&* — 5° + (n*— m)? + 7” (0*, 0). 


y und y” sind stetige Funktionen von 0o* und o auf 8. 


(38.) 


Es sei 
(39.) => Te, 79, X, TV): 


Offenbar ist @" die zu dem zweiten Randwertproblem und dem Gebiete © 


gehörige Greensche Funktion der Difierentialgleichung Z(U) = 0. 
12* 
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Wie man sich leicht überzeugt, gilt für @" eine zu (38.) analoge 
Relation. 

Liegt endlich ein mehrfach zusammenhängendes Gebiet, das von 
einer endlichen Anzahl geschlossener Kurven von der Art der Kurve & 
begrenzt ist, vor, so kann man dieses wie am Schluß des vorhergehenden 
Paragraphen auf ein von Vollkreisen begrenztes Gebiet konform abbilden. 
Alsdann gelangt man ohne Schwierigkeit zu Relationen, die den Gleichungen 
(37.) und (38.) analog sind. 

Wir nehmen jetzt an, daß die zu @"! analoge Greensche Funktion 
H'' der Differentialgleichung 

. 
(0) MU) + (A) Z(BF)+CU=0 
existiert*). Setzt man in der Greenschen Formel 


SJ Tw Ew”) — w” Mu’ )]dX.dY = -/w3 Ze u" Sr )do 
9 
+ ri w'w”(AdY— BdX) 





(41.) 


für w’ und w”’ entsprechend HU (X*, Y*;X,Y) und U(X,Y) ein, so erhält 
man in bekannter Weise | 
U(X*, Y9)=—.- „yf ®" X*, Y*, X, Y)F(X, Y)dXdY 


(42.) 
3, / BU“ Y®; 0)y(o)do + 5. Ja" X*, Y*; 0) U(o) (AdY— BdX). 


In dieser Formel ist zur Abkürzung wur Y*;o) für H'(X*,Y*;X,Y) 
und U(o) für U(X, Y), unter (X, Y) den zum Werte o der Bogenlänge 
gehörigen Punkt auf = verstanden, gesetzt worden. Die Anwendung der 
Greenschen Formel (41.) ist gestattet, da, wie aus den Entwicklungen 


in $ 1 dieses Kapitels folgt, die Normalableitung = beschränkt ist und, 


außer in etwaigen Unstetigkeitspunkten von y(o), gegen ihren Grenzwert 
auf Z gleichmäßig konvergiert. 

Geht jetzt (X*, Y*) in einen Punkt (X’, Y’)= 0’ auf = über, so 
liefert die Gleichung (42.) die weitere Beziehung 





*, Ob die Funktion @'!' selbst dabei vorhanden ist oder nicht, ist für das 
Folgende gleichgültig. 
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Liehtenstein, Randwertaufgaben der linearen elliptischen Differentialgleichungen. II. 93 


[4 1 ’ 
-— 3m // Ho ‚X, Y)F(X,Y)dXdY 


43. 
id [H"0’,0)y(o)do+ ,_ f H"(0,0)U(0)(AdY— BaX). 
B3 2 | 


Diese Integralgleichung kann zur Bestimmung der Randwerte U(o) der 
Lösung U(X,Y) dienen. Ihr Kern wird nach (38.) für o= 0’ logarith- 


misch unendlich. 


Kapitel III. Gemischte Randbedingungen. 
S$S 1. Reguläre Lösungen. 


Im Anschluß an die im zweiten Kapitel erledigte zweite Randwert- 
aufgabe wollen wir nunmehr ein Randwertproblem mit gemischten Rand- 
bedingungen betrachten. 

Es mögen © und = dieselbe Bedeutung wie im Kapitel II$1 
haben. Es sei 3, irgendein zusammenhängender oder aus mehreren Stücken 
bestehender Teil von & und 3,= 2 — 8,. Es wird eine beschränkte, ın 
0 reguläre Lösung U(X,Y) der Differentialgleichung 


= m. AU AU, ‚O0, „au f 
1) Kl)=5x+5y+AsgtB5y+CU=F 


gesucht, die auf Z, eine vorgeschriebene, abteilungsweise stetige Wertfolge y (0) 
annimmt und die so beschaffen ıst, daß ihre Normalableitung auf &, eine 
andere vorgegebene, gleichfalls abteilungsweise stetige Wertfolge n(o) erhält *). 
Bildet man wie bei der zweiten Randwertaufgabe das Gebiet © 
auf die Fläche des Einheitskreises T durch Vermittlung einer Funktion 
z+iy=2=2z(Z)=x(X,Y)+iy(X,Y) 
konform ab und führt man x und y als neue Variabeln ein, so läßt sich 
das vorliegende Randwertproblem auf das folgende zurückführen. 
Es sei mit S wieder der Rand des Gebietes 7 bezeichnet. Auf S 
ist eine endliche Anzahl zusammenhängender Stücke S,, S,,... S„, deren 
Gesamtheit kürzer mit S bezeichnet werden mag, gegeben. Der aus eben- 





*) Wie im Kapitel II $1 wollen wir das Problem dahin präzisieren, daß die 
Normalableitung AN in jedem S, nicht enthaltenden Teile von © beschränkt ist und, 
außer in den etwaigen Unstetigkeitspunkten von y(o), gegen ihren Grenzwert gleich- 


werden in demselben Gebiete 


ch a 
oX’o0Y 
bei der Annäherung an den Rand höchstens logarithmisch unendlich. 


mäßig konvergiert. Die partiellen Ableitungen 
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falls m zusammenhängenden Stücken bestehende Rest von S möge S heißen. 
Es wird nun diejenige beschränkte, in T reguläre Lösung u(x, y) = u(r, 0) 
der Differentialgleichung A(u)= f gesucht, die auf S eine vorgeschriebene 
abteilungsweise stetige Wertfolge p(s) annimmt, während auf S die Beziehung 


besteht 
(44.) dulz,y) _ _ Our, 0) 


on Fun 4 5 
eo Ou(z,Y) :: . 
Hierin bezeichnet —, _ die Ableitung der Lösung in der Richtung der 
Innennormale, g(s) eine vorgeschriebene, abteilungsweise stetige Funktion. 
Ou(r, 0) 
ö 


— 5, in der Umgebung der Unstetigkeitspunkte von 


Das Verhalten von 


g(s) wird durch die Festsetzung präzisiert, daß in jedem die Kreisbögen 5 


(Endpunkte eingeschlossen) nicht enthaltenden Teile = von 7 die partielle Ab- 

ou(r, 0) 
leitung — Frag 
g(s) enthält, für r= R gleichmäßig gegen — g(s) konvergieren soll. Über 
our, 0 


Fa in der Umgebung der gemeinsamen Endpunkte 


von S und S werden keine Voraussetzungen gemacht. Die Funktion (x, %) 


beschränkt sein und, sofern 7 keine Unstetigkeitsstellen von 


das Verhalten von 


soll in jenen Punkten stetig sein. 
Es sei 9,(s) irgend eine auf S erklärte abteilungsweise stetige, der 
Beziehung 


(45.) /[nt9ds 0 


genügende Funktion, die auf $ mit g(s) übereinstimmt, w(z, y) = w(r, 6) 
diejenige in 7 reguläre Potentialfunktion, deren Normalableitung auf S den 
Wert g,(s) annimmt und die der Beziehung 

(46.) w(0,0)=1 
genügt *). 

Es sei w(s) der Wert von w(x,y) auf 5. Wir setzen 

(47.) u, y)= WR, Y)+ wa, Y). 

u,(2,y) ist diejenige beschränkte, in T reguläre Lösung der Differential- 


gleichung 


*) In der Umgebung der Unstetigkeitsstellen von 9(s) ist en beschränkt. 





Liechtenstein, Randwertaufgaben der linearen elliptischen Differentialgleichungen. II. 95 


OU , OU, OU, OU, ow Ow 2 
mtr rt tm ia, dumm: 
die auf S den Wert 
(48.) 9) — w(s) = yıls) 


annimmt und deren Normalableitung auf S, außer vielleicht in den Unstetig- 
keitsstellen von g,(s), verschwindet. In der Umgebung dieser Stellen ist 


. 9 jedenfalls beschränkt. Die Funktion f verhält sich in 7 genau 


wie die im Kapitel II $ 1 ebenso bezeichnete Funktion. 

Wir setzen die Funktion «(z,y) ganz wie in II $1 dadurch in 
der ganzen Ebene fort, daß wir ihr in den in bezug auf S konjugierten 
Punkten jedesmal die gleichen Werte beilegen. Ist (z,,%,) ein Punkt in 
T und 


so wird mithin 
(49.) U(t, Yy)= us (21, Yı) 
gesetzt. Die Funktion w,(2,%) ist beschränkt und, außer in den Unstetig- 
keitspunkten von Y(s), in der ganzen Ebene stetig; sie hat in 7 und 
außerhalb 7, kürzer in T, stetige Ableitungen erster und zweiter Ordnung. 
Im Unendlichen konvergiert u,(2,y) gegen (0,0). Ihre partiellen Ab- 
leitungen erster Ordnung verhalten sich daselbst wie (2? + y’)", die Ab- 
u Au u 
02°’ Ox0y’ Oy? 


ou (r, 6) 
or 


9(s), stetig und gleich Null, in der Umgebung der erwähnten Ausnahme- 
punkte jedenfalls beschränkt. In T und 7 genügt u,(x,y) schließlich der 


partiellen Differentialgleichung 


ou O?u, DU nn 
(50.) Au) = 5 + öy: 1% = +b, 2» GW h- 


leitungen wie (2° -+ y?)”. Im Innern eines jeden der Kreis- 


bögen 8 ist ‚ außer vielleicht in den Unstetigkeitsstellen der Funktion 


Die Koeffizienten a,, Bu, &, fo sind hierbei die a die Gleichungen (14.) 
und (15.) erklärten Funktionen. Auf den doppelt zu zählenden Kurven $ 


nimmt %,(%,%) die vorgeschriebenen Werte y(s) an. Aus den Betrach- 
OU, OU 
0x’ Oy 
ganz im Innern von $ enthaltenen Bogen von S sich stetig verhalten. 


tungen des ersten Kapitels kann man schließen, daß auf jedem 
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Es sei jetzt 
(51.) S=5+in=Le)=$le,y)+ ine, y) 

eine analytische Funktion, durch deren Vermittlung die mit m auf dem 
Einheitskreise verteilten Schlitzen versehene (z,y)-Ebene auf ein von m 
geschlossenen regulär analytischen Kurven 8, begrenztes endliches Gebiet ©, 
konform abgebildet wird. Bei dieser Abbildung gehen die Kreisbögen $ 
in m regulär analytische von Rand zu Rand verlaufende Kurvenstücke, 
deren Gesamtheit mit 2” bezeichnet werden mag, über. Wir führen & und n 
als neue Variabeln ein und setzen 


(52.) ut; y)=u4(8,n). 
Die Funktion u,(&,n) ist eine beschränkte, im Innern von ©,, außer 


etwa auf 3’, reguläre ra einer FERIEN ODER von der Form 


0° 


(53) Ar) = er et + by ta fa.*) 


er 
Die Koeffizienten a,,b,,c, sind u 2’ sprungweise unstetig und haben 
sowohl im Innern als auch auf dem Rande jedes der Teilgebiete, in die 
Q, durch >’ zerlegt wird, stetige Ableitungen erster Ordnung. Die Funktion 
f„ ıst im Innern eines jeden der soeben erwähnten Teilgebiete stetig und 
hat daselbst stetige Ableitungen erster Ordnung. Bei der Annäherung an 
&, oder =’ wird f, logarithmisch unendlich. Ist o, der kleinste Wert der 
Entfernung des Punktes (5,7) von den Bögen &, und 2”, so ist 


Fel&,n)| < Ass| 108 0%4| + An. 

Die Funktion u,($,n) nimmt auf 8, eine vorgeschriebene, abtei- 
lungsweise stetige Folge von Werten y,(o,) an. Ist f(z,y)=0,y(s) =, 
so ist insbesondere u,($,) diejenige in ©, reguläre Lösung der Differential- 
gleichung A*(u,) = 0, die auf 3, verschwindet. 

Unser Randwertproblem ist auf das im Kapitel I erledigte Problem 
zurückgeführt. 

Betrachten wir jetzt umgekehrt die in O,, außer etwa auf 2”, 
regulären Lösungen der Differentialgleichung (53.) und nehmen wir zunächst 





*, Vgl. die Fußnote *) auf S. 87. 

**) Mit o, bezeichnen wir die Bogenlänge der Kurve &,. Da f, auf 2’ loga- 
rithmisch unendlich wird, so werden die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von 
u, auf 3° unendlich groß; u,(5,n) ist daselbst nicht mehr regulär. 
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an, die erste Randwertaufgabe der Theorie dieser Differentialgleichung sei 
eindeutig lösbar. 

Von dem eingangs gestellten Randwertproblem mit gemischten Rand- 
bedingungen ausgehend, bestimmen wir wie vorhin die Funktionen f,($,7) 
und g,(o,). Es sei nunmehr u,($,n) diejenige beschränkte, in ©,, außer 
etwa auf =’, reguläre Lösung der Differentialgleichung (53.), die auf 2, 
die Werte p,(o,) annimmt*). Wir setzen 

(54.) u4(5,n7) = W(T, Y) 
und beweisen, daß u,(x,y) in den beiden zueinander in bezug auf S kon- 
jugverten Punkten (z,y) und (x,,%,) jedesmal die gleichen Werte annimmt: 
(55.) ul, y) = Wr, Yı)- 
Es sei entgegen unserer Behauptung «,(z, y) nicht durchweg gleich w, (2, , %ı)- 
Es sei dann w,(z,%) die durch die Gleichung 


u % y 
(56.) UT, Y) = % nn Fry 


erklärte Funktion. Sie ist von u,(z,y) verschieden, erfüllt augenscheinlich 
die Differentialgleichung (50.) und nimmt auf den doppelt zu zählenden 
Kurven S dieselben Werte wie «,(z, y) an. Die Funktion u, (5, n) = w(z, Y), 
die von u,(&,n) verschieden ist, würde dann die Differentialgleichung (53.) 
erfüllen und auf 3, mit u,(£,n) übereinstimmen. Dies ist aber nicht 
möglich. Es ist daher (2, Yy) = w(2,,Yı). Hieraus folgt, daß die Normal- 
ableitung von u,(z,y) in allen im Innern der Kurvenstücke S gelegenen 
Punkten von S verschwindet. Die Funktion 
(57.) U(X, Y)= u(2,y)= W(2, y) + w(z, y) 
ist die gesuchte Lösung der ursprünglich vorgelegten Randwertaufgabe. Die 
Lösung ist offenbar eindeutig. 
Es möge jetzt zweitens das erste Randwertproblem der Differential- 
gleichung A*(u,) = / im Gebiete ©, nicht allgemein lösbar sein, und es sei 
(58.) UılE N), UgslE, 7), ... Urli, m) 
ein System der linear unabhängigen, in ©, regulären, auf &, verschwin- 
denden Lösungen der Differentialgleichung A*(u,) = 0. 
Die Funktionen 


*) Den Untersuchungen des ersten Kapitels gemäß wird dabei vorausgesetzt, 
daß die partiellen Ableitungen erster Ordnung der betrachteten Lösung sich im Innern 
des Gebietes ©, stetig verhalten. 
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(59.) ug (5, N) = ug ld,n)+ Ulsı, Mm); : 
unter ($,,7,) den zu ($,n) konjugierten Punkt*) verstanden, sind augen- 
scheinlich gleichfalls in ©, reguläre, auf 3, verschwindende Lösungen von 
A*u,)=0. Aus 

U4(5,7)= Uyildı, N) 
folgt, wie sich leicht zeigen läßt, auf >’ 


Mi; 
In uls,n)= 0. 
Sofern u,;(5,n) nicht identisch verschwindet, ist demnach 


(60.) u(2,Yy) = u4(8, 7) 
eine in 7 reguläre, auf S verschwindende Lösung der Differentialgleichung 
A{u) = 0, deren Normalableitung auf S den Wert Null hat. 

Jetzt sind nun zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem es in 7 
reguläre, auf S verschwindende Lösungen der Differentialgleichung 4 (u) = 0 
gibt oder nicht. Im letzteren Falle sind alle w,;(&,7) linear unabhängig, 
sie verschwinden also gewiß nicht identisch. Es gibt k linear unabhängige, 
ın T reguläre, auf S verschwindende Lösungen von A(u) = 0, deren Normal- 
ableitung auf S gleich Null ist. 

Es sei etwa im Gegensatz zu dieser Behauptung 

(61.) Ay t + rt = 0 
eine in ©, identisch erfüllte lineare Beziehung. Auf >” ist 


AU tt Art 2a ug 4 + run)» 
Setzt man 


(62.) Ü,(E,n)= &,Ug + + Ur; 
so ist U,(5,n) eine in ©, nicht identisch verschwindende reguläre Lösung 
der Difierentialgleichung 4*(u,) = 0, die auf &, und >” gleich Null wird. 
U(z,y) = U,($,n) wäre eine von Null verschiedene, in 7 reguläre, auf S 
verschwindende Lösung von A(v)= 0, was ausgeschlossen ist. 

Es seien zweitens . 

(63.) 0, (8,9), +. @,(@, 4) 
p linear unabhängige, in T reguläre, auf S verschwindende Lösungen der 
Differentialgleichung A(u)= 0. Wir setzen 


*) Wir sagen zur Vereinfachung, die Punkte (&, 7) und (£&,,n,) seien konju- 
giert, wenn die ihnen in der Ebene (x, y) entsprechenden Punkte konjugiert sind. 


N Se 
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o,(2,y)=wu(f,n); 
(5) = — Wulä N). 
Durch (64.) sind, wie man sich leicht überzeugt, p linear unabhängige, 
in ©, reguläre, auf 3, und >” verschwindende Lösungen der Differential- 
gleichung A*(u,)= 0 erklärt. Es sei 


(64.) 


(i=1, .. :P) 


(65.) 04 (5; n); 043 (5,7), ... Op (5; n); v4($, 7), ... Ya ($; n) 120, pri=k) 
ein System linear unabhängiger, in ©, regulärer, auf &, verschwindender 
Lösungen der Differentialgleichung A* (u,) = 0. 

Wir setzen wieder 


(66.) (59) = Ya(5 N) + Ya (Er N). Pe 
Die Lösungen v,,($,n) verhalten sich wie vorhin die Funktionen u,,($,n). 
Sie sind linear unabhängig. Es sei im Gegensatz hierzu etwa 

Ara rt + tor d. 

Für alle ($,n7) auf >’ finden wir hieraus 

(67.) Ya tt ara 0. 
Da diese Beziehung offenbar auch noch auf &, gilt, so muß für alle (£, 7) 
in O0, 

Ya t ++ ra = Pıwgı + ++ P,0% 

sein, was ausgeschlossen ist. 

Hat die Differentialgleichung 4*(u,) = 0 insgesamt %k linear unab- 
hängige, reguläre, auf 3, verschwindende Lösungen, so gibt es im vor- 
liegenden Falle = k—p in T reguläre, linear unabhängige Lösungen der 
Differentialgleichung A(u) = 0, die auf S verschwinden und deren Normal- 
ableitung auf S gleich Null wird. Insbesondere kann auch = 0 ausfallen. 

Damit die nicht homogene Randwertaufgabe lösbar ist, müssen 
fs(5,n) und „,(0,) gewissen k Integralrelationen genügen. Wir beweisen, 
daß » dieser Relationen identisch erfüllt sind. 

Der Einfachheit halber wird vorausgesetzt, daß y(o) = 0 und n(o) = 0 
ist, während F(X,Y) nicht identisch verschwindet. Den Entwicklungen 
des $2 des ersten Kapitels zufolge, muß 


(68.) is n)a($,n)dSdn = 0 | (i=1,2,...p) 
9, 


sein, unter \)($,n) die Lösungen der Integralgleichung 
13* 
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u 1 6 
ESS as) drum) 
9, 


16) 
+ 548,71) om @4(5,n58,71)+ 6x(Sı, 7) @4(S; 135 „| (Ei, n,)dS,dn, =0 


verstanden. @, ist die zu ©, gehörige klassische @reensche Funktion. 
Es läßt sich nun zeigen, daß die Funktionen 
nd (z,y)= n®(8,n) d=1,2,...9) 

die auf S verschwindenden, in T regulären Lösungen der Differentialgleichung 
(18.) darstellen. Außerhalb des Einheitskreises sind diese Lösungen der 
Gleichung 

nn) — a, N) (=1,2...P) 
gemäß definiert. Hieraus und aus (15.) folgt nun leicht in der Tat die 
Beziehung (68.). 

Als Endergebnis unserer Betrachtungen ergibt sich auch bei der 
Randwertaufgabe mit gemischten Randbedingungen die bekannte Alterna- 
tive: Entweder ist die nicht homogene Randwertaufgabe eindeutig lösbar oder 
die zugehörige homogene Randwertaufgabe hat eine endliche Anzahl linear 
unabhängiger Lösungen. 


S 2. Die zu den gemischten Randbedingungen gehörige Greensche Funktion. 


In den folgenden Betrachtungen wird der Einfachheit halber voraus- 
gesetzt, daß die erste Randwertaufgabe der Differentialgleichung A1* (u,) = 0, 
somit gewiß auch das Randwertproblem der Differentialgleichung Z(U) = F 
mit gemischten Randbedingungen eindeutig lösbar ist*). 

Es sei (#’,y’) ein Punkt in 7 oder T und (z/, y/) der zu (x’,y’) in 
bezug auf 5 konjugierte Punkt. Die entsprechenden Punkte des Gebietes 
0, seien mit (5°, 7’) und (&,n1) bezeichnet**). Es sei &,($’,7’;$&,n) die 
auf 2, verschwindende @reensche Funktion der Differentialgleichung 
A*(u,)= 0 und 

9) nl ren. 
Ist (&,,7,) der zu (&,n) konjugierte Punkt, so ist 


*) Die Ergebnisse dieses Paragraphen gelten, auch wenn die obige Voraus- 
setzung nicht erfüllt ist, wenn nur die nicht homogene Randwertaufgabe der Differen- 
tialgleichung Z(U) = F eindeutig lösbar ist. 

*) Die Punkte (&, 7‘) und (&,91) sind konjugiert. 
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TE, N 4 n)= u :T, „(5’ ‚N sh n); 

wie man leicht findet, gleichfalls diejenige in @,, außer in ($°,n’) und 
(51, m), reguläre, auf 38, verschwindende Lösung der Differentialgleichung 
A*(u,)= 0, die in den ausgeschlossenen Punkten sich entsprechend wie 

— log (’—S’+(m—n))| und —4log li — 5” + (m— nn)? 
verhält. rg ist daher 

70) nd. 
Hieraus folgt, wie sich leicht zeigen läßt, daß für alle ($,n) auf 2” die 
partielle Ableitung von /,, in der Richtung der Normale verschwindet. 
Setzt man für alle (z’, y) in T 

(71.) Dia, ya, y)= IE; &,n), 
so ıst /’ diejenige, außer in (z’, y’), in 7 und auf 8 stetige, in T reguläre 
Lösung der Differentialgleichung 4 (u u 0, die sich in (2°, y’) wie 


— log €" = — $ log (2) + (y’— y)N 
verhält, auf S verschwindet und auf 8 fin Beziehung 
of 
= 


erfüllt. I’ «st die zu den vorgelegten gemischten Randbedingungen gehörige 
Greensche Funktion der Differentialgleichung A(u) =0. In der Umgebung 
von (z’,y’) sind die Ausdrücke 


. log |’ — + (y’—y) 5, log (’—-z)’+(y—y) 7, I=T'+loge’ 


ann 


Die partiellen Ableitungen a 5 sind noch auf $, stetig. Man 


r or 
oz’ dy 
T, die Endpunkte von S ausgenommen, sich stetig verhalten. In der 
Umgebung eines Endpunktes (p, g) der Bögen S und $ ist 

m) BEI E< Auen + NT“. 

'd2|  |öy| “ 
Aus (69.) und (71.) folgt fast unmittelbar, daß die Funktion !' für alle 
(x’,y') auf S (Endpunkte eingeschlossen) und alle (x,y) in T und auf 8, 
außer wenn = x,y=y’, sich stetig verhält. Für alle nicht zusammen- 
fallenden Punktepaare (z,y) und (x’,y’) in 7T und auf S ist schließlich 


(73.) |T(@’,y5;%,Y)) < Asyl log (2) + (y’—Y)ı + As. 


überzeugt sich leicht, daß auc ch ® auf der ganzen Peripherie S von 
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Wir nehmen von jetzt ab an, daß auch die zu der Differentialgleichung M (u) = 

gehörige, denselben gemischten Randbedingungen genügende @reensche 
Funktion H(#’,y’;x,y) existiert. Es sei u(x,y) eine in 7 und auf 8 
stetige, in T reguläre Lösung der Differentialgleichung A(u)= f, die auf 


S die Werte p(s) annimmt, während auf S die Beziehung Sn g(s) gilt. 


Die Funktionen Y(s) und g(s) mögen so gewählt sein, daß die partiellen 


Ableitungen e Hr sowohl auf S als auch auf S stetig sind, in den ge- 


| me 


meinsamen Endpunkten (7, g) von S und $ sich aber wie [(p—x)?+ (9—-y)] 
verhalten. Setzt man in der @reenschen Formel 


(74.) / / Tw M(w” u" A(w‘)]dedy=— / (w we w” On ds Jww Kady—bdx) 
nr. s 


für w und w” entsprechend u(z,y) und H(x’,y’;z,y) ein, unter (x, y’) 
einen Punkt in 7 verstanden, so erhält man die Beziehung 


us we: Pa < 
ulc,y)=— 5, JJHie meer ge se ‚Hia,ys;t)g(i)d 


(76.) 
uf u; di +, Fu (2, y’;, y)u(z, y)(ady—bde). 


Diese Formel gilt, wie wir nunmehr Sieh wollen, auch bei beliebigen 
abteilungsweise stetigen Werten p(s) und g(s). 

Wir müssen indessen erst einige vorbereitende Betrachtungen durch- 
führen. 

Es sei p®(s), p®(s),... eine Folge auf $ erklärter stetiger Funk- 
tionen, die in jedem die Unstetigkeitspunkte von (s) nicht enthaltenden 
Teile von S gegen (s) gleichmäßig konvergieren, 


(76.) lim 9®(s)= y(s). 
k=» 
Überdies soll für alle k 
(77.) ps) < Ag 


sein. Es sei analog g”(s) (k=1,2,...) eine unendliche Folge auf 8 
erklärter stetiger Funktionen, die, außer in den Unstetigkeitspunkten von 
g(s), gegen 9,(s) gleichmäßig konvergieren und für alle k den Bedingungen 


(78.) gs), < Ay, So®s)ds =0 
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genügen. Es sei w®(z,y) diejenige in 7 reguläre Potentialfunktion, die 


den Bedingungen 


.(k) 
(79.) EN gr), 00, 0)=1 


genügt. Es sei u®(z,y) diejenige beschränkte, in 7 reguläre Lösung der 
Differentialgleichung A(u)=f, die auf S gleich y®(s) wird und auf S 


die Beziehung 
(80.) = g9s) 


erfüllt. Die Funktion ! 
(81.) um(z,y) - ua, y)= uw (,Y) 
ergibt in bekannter Weise eine Lösung ufP(&,n) der Differentialgleichung 
(82.) Aylu®) = FRE, 1). 
Ihre Randwerte auf 3, mögen „\P(o,) heißen. Außer in einer endlichen 
Anzahl von Punkten ist, wie man sich leicht überzeugt, 


(83.) lim 9904) = 40). 
In jedem ganz im Innern von ©, enthaltenen Gebiete ist ferner 
(84) lim £X&, 7) = Anl n). 
In (83.) und (84.) ist der Grenzübergang gleichmäßig. Für alle k ist schließlich 
(85.) %(0%%)|< As, 
(86.) Kin) <Ag log n | + Ay, 


unter o* wie in $ 1 dieses Kapitels den kleinsten Wert der Entfernung 
des Punktes ($,n7) von den Linien &, und =’ verstanden. Aus dem am 
Schluß des $ 1 des ersten Kapitels abgeleiteten Satze folgt nunmehr, daß für 
alle (5,7) in O, und auf 3,, die etwaigen Unstetigkeitspunkte von ,(0,) 
ausgenommen, 


(87.) im PS D)= ws), 
somit, außer in den etwaigen Unstetigkeitsstelien von y(s), 
(88.) lim uM(z,y)=u(x, y). 
k=o 


Der Grenzübergang ist in jedem die Ausnahmepunkte nicht enthalten- 
den Teile von ©, bzw. T gleichmäßig*). 





*) An der zitierten Stelle wird f(x, ) festgehalten. Es wäre indessen leicht, 
durch eine Wiederholung des dort eingeschlagenen Verfahrens den Satz in der hier 
erforderlichen allgemeineren Fassung zu beweisen. 
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Es mögen jetzt speziell Y®(s) auf S erklärte analytische Funk- 
tionen sein. Auch die Funktionen g®(s) werden auf $ durchweg regulär 
analytisch vorausgesetzt. Es ist leicht zu sehen, daß die partiellen Ab- 
Ouw(a,y) Aue, y) 

08 Oy 
S, auf $ stetig sind. In der Umgebung eines Punktes (7, q) ist jedenfalls 
1 


+5, |<Aule-p + wg ° 
Betrachten wir in Ar an en Funktion 


uNz,y)— uw®z,y) = w(z,Y). 


leitungen ‚ außer in den Endpunkten (», g) von S und 








(89.) | 2 + a 





Sıe führt in bekannter Weise zu einer Lösung u®(&,n) der Differential- 
gleichung A*(u?)= ff. Ihre Randwerte sind, wie man sich ohne Schwierig- 
keit überzeugt, stetig und haben stetige Ableitung erster sowie abteilungs- 


weise stetige Ableitung zweiter Ordnung. Den im Kapitel I $$ 1 und 3 


abgeleiteten Sätzen zufolge sind auf 3, die partiellen Ableitungen du 


ÖE ’ 
u) 


ee vorhanden und stetig. Hieraus folgt aber ohne weiteres unsere Be- 





hauptung. 
Nach ge gilt für u®(x,y) die NO: 
ur, y)=— 3m J/ He‘ y;z,y)f(&, y)dedy+,, uf an! (2, y’;t) pt) di 
(90.) 


Sl »Y sag®@dı+ ,,/ He ‚y;%, y)u®(z, y)(ady— bd«x). 
S 


- 
Geht man jetzt zur Grenze k= oo über, so erhält man die gewünschte 
Formel 


[4 [4 1 T, ’ / 1 Ö [4 [4 
u(s,y)=—5, S/ne,y ; 2, y)la, y)dady+,_ / 5, Hey ;t)p(t)dt 
(91.) „oe ä R 
—,,/H@,ysd9@d+ „,/H@,y;a,y)umy)ady—bar). 
Ss Ss 


Sie gilt also in der Tat für beliebige abteilungsweise stetige Funktionen y(s) 
und g(s). 

Es sei s, ein beliebiger von den Rapdpimkten (p,q) verschiedener 
Punkt auf 8. Läßt man den Punkt (z’ ‚y') in s, übergehen, so er- 
hält man 
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ul)=—,- ff rt Kat (s;t) p(e) dt 


— 2m JM (S;t)g(i)dE+ 5 7 ah (8052, y)u(z, y) (ady—bdz). 


Aus (92.) folgt m der Ausdruck 


font (so;t) p(t)dt 


eine auf. S (Endpunkte inbegriffen) stetige Funktion von s, darstellt. Denn 
sowohl «(s,) als auch das erste, dritte und vierte Glied auf der rechten 
Seite der Gleichung (92.) haben, einzeln betrachtet, den bekannten Eigen- 
schaften der Funktion 7/ zufolge*) diese Eigenschaft. 


(92.) 


n) Vgl. die Entwicklungen auf S. 100 bis 102. 
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Zur Komposition der quaternären quadratischen 
Formen. 
Von Herrn H. Brandt in Straßburg i. E. 


Einleitung. 

Die Theorie der Komposition der binären quadratischen Formen 
ist von Gauß begründet worden. Außer den binären können nur noch 
die quaternären und die Formen mit 8 Variabeln eine Kompositionstheorie 
besitzen, wie Herr Hurwitz gezeigt hat*). Was die Komposition der quater- 
nären Formen anlangt, so sind darüber bisher nur Einzelheiten bekannt. 
Euler hat eine Identität angegeben, die das Produkt zweier Summen von 
4 Quadraten wieder als Summe von 4 Quadraten darstellt, und Lagrange 
zeigte, daß eine ähnliche Formel besteht, wenn man die Summe von 
4 Quadraten durch die Form 5 + aai+ba5+ aba; ersetzt**). Endlich 
fand Hermite zwei allgemeinere Formeln, die die vorigen als Spezialfälle ein- 
schließen und sich auf gewisse quaternäre Formen von quadratischer Deter- 
minante beziehen, nämlich auf Formen von der Gestalt 22 -+ F(x,2,2;) und 
Da: + f(x, & 2%) wo f eine ternäre quadratische Form, D ihre Determinante 
und F ihre Adjungierte bedeutet ***). 

Im folgenden wollen wir, ohne an die genannten früheren Ergeb- 
nisse anzuknüpfen, von algebraischen Betrachtungen ausgehen, die, obwohl 
wir dabei nur die quaternären Formen im Auge haben, mit geringen 


*) A. Hurwitz, Über die Komposition der quadratischen Formen von beliebig 
vielen Variabeln, Gött. Nachr. 1898. 
**) P. Bachmann, Zahlentheorie IV, 1 S. 14; Euler, Comment. arithm. coll. I 
S. 543; Lagrange, Abh. in den M&m. de l’Acad. de Berlin 1770. 
***) Ch. Hermite, Sur la th&orie des formes quadratiques; dieses Journal Bd. 47 


oder Oeuvres vol. I p. 212. 








BE HER 
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Änderungen auch für die binären und die Formen mit 8 Variabeln gültig 
sind.. Wir werden zunächst die für uns wichtigen Eigenschaften einer 
bilinearen Substitution untersuchen, die eine Form in das Produkt zweier 
andern transformiert, und dabei den Satz gewinnen: Wenn eine bilineare 
Substitution eine Form A in das Produkt BC zweier anderen transformiert, 
so gibt es zwei weitere bilineare Substitutionen, die aus der ersten durch 
rationale Operationen abgeleitet werden können, von denen die eine die Form B 
in das Produkt AU, die andre die Form Ü in das Produkt AB transformiert*). 
Die drei bilinearen Substitutionen bilden ein ganz symmetrisches Tripel. 
Während wir in den ersten drei Abschnitten die Koeffizienten der Formen 
und bilinearen Substitutionen als beliebige komplexe Zahlen annehmen, 
gehen wir weiter dazu über, sie als reell und dann als rational voraus- 
zusetzen. Es zeigen sich dann wesentliche Unterschiede gegen eine ent- 
sprechende Theorie bei binären Formen. Im ersten Fall müssen die Deter- 
minanten positiv,im zweiten sogar rationale Quadratzahlen sein. In den beiden 
letzten Abschnitten nehmen wir die Koeffizienten der Formen und der 
bilinearen Substitutionen als ganze rationale Zahlen an. Wir definieren 
den Begriff der Komposition, beschränken uns dabei aber der Einfachheit 
halber auf eigentlich primitive Formen von gleicher Determinante. Die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß eine primitive 
Form eine Komposition zuläßt, sind dann einfach die folgenden: Die Form 
muß eine quadratische Determinante und eine durch die Wurzel aus der 
Determinante teilbare Adjungierte besitzen. 


1. Die Transformation einer quaternären quadratischen Form in das Produkt 
zweier solcher Formen. 


Wir gehen aus von einer quaternären quadratischen Form, die wir 
durch 
A(x2) = = 0,2,2%,*) (a,=0y) 
bezeichnen. Wenn wir auf die Variabeln der Form eine bilineare Substitution 
(1.) = = M,;. Y; 2: («= 0,1,2,3) 





*) Ein ähnlicher Satz wurde für binäre Formen von Herrn Dr. A. Speiser in 


der Weber-Festschrift bewiesen. 
**) Die Summierung soll immer, wenn nichts anderes bemerkt ist, von O bis 3 


erstreckt werden. 


14* 
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ausüben, so geht sie über in eine homogene Funktion der y, und der z,, 
die in jeder der beiden Variabelnreihen quadratisch ist. Wir werden nun 
den Fall ins Auge fassen, wo diese Funktion in zwei Faktoren, von denen 
der eine nur die %,, der andre nur die z, als Variable enthält, also in das 
Produkt zweier quadratischen Formen gespalten werden kann. Bezeichnet 
man diese Formen durch 
B(yy)= n d+9Y,% (ba = bu), Cl(22)= = 02,2% (Ca= Cu); 
so besteht vermöge (1.) die Identität 
(2.) A (xx) = B(yy)- C(22). 

Wir sagen dann: Die Form A wird durch die bilineare Substitution (1.) 
in das Produkt der Formen B und (C transformiert, A ist die zu trans- 
formierende Form, und B und C sind die beiden transformierten Formen. 
Über die Koeffizienten der Formen sowohl wie die der bilinearen Substi- 
tution machen wir vorläufig keinerlei einschränkende Annahmen. Sie seien 
also beliebige komplexe Zahlen. Nur wollen wir die Determinanten der 


Formen als von Null verschieden und der Einfachheit halber auch als 
gleich voraussetzen*); ihr Wert sei D. Wir führen ein 


(3.) = Mu y,= $,k (Y); = M x: Es t,.(2); 
dadurch nimmt die bilineare Substitution (1.) die Gestalt an 

(4.) = &s.(y). oder = Zt,(2)Yı- 
Sie kann also in zweifacher Weise als gewöhnliche lineare Substitution 
geschrieben werden mit Koeffizienten, die das eine Mal die y,, das andre 
Mal die z, als Parameter enthalten. (Zur Bezeichnungsweise der Substi- 
tutionen wurde ein lateinischer und ein deutscher Buchstabe gewählt, um 
eine später hervortretende Symmetrie besser zum Ausdruck bringen zu 
können.) Führt man (4.) in (2.) ein, so ergeben sich wegen 

(5.) A, Ay» Dix en bu» Cr = 
die beiden Formeln 


(6.) n U;x 8,.(Y) 3 (Y) . B(yy) h C,3> 24: Su (2) t4,(2) .. C (zz) , D.; (a, #=0,1,2,3) 
0“ ık 


*) Ist nur die erste Bedingung erfüllt, so kann man Zahlen b,c (bis auf Fak- 
toren +1,-+? eindeutig) so bestimmen, daß nach Multiplikation beider Seiten von (2.) 
mit a=be die Formen aA,bB,cC auch der zweiten genügen. 
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Im folgenden wollen wir uns öfter der abkürzenden Schreibweise der 
Matrizenrechnung bedienen. Dabei bezeichnen wir ein quadratisches System 
von 16 Zahlgrößen a,.(1,k=0,1,2,3) durch « oder Linearformen r,(x) 
durch #r(x). Das System, das durch Vertauschung der Zeilen mit den 
Spalten entsteht, unterscheiden wir von dem ursprünglichen durch einen 
Akzent und nennen es „transponiertes System“, indem wir diese ältere 
Gaußsche Bezeichnungsweise der sonst häufig üblichen ‚„konjugiertes System“ 
vorziehen. Die Formeln (6.) können dann einfach in der Gestalt 


(7.) s’(y) as(y)= B(yy)e, t(z)at(z)= ((zz)b 


geschrieben werden. Durch Übergang von den Systemen zu den Deter- 
minanten ergibt sich aus (6.) oder (7.) nach beiderseitiger Quadratwurzel- 
ziehung 


(8.) s.Y = &[lBlyy)); (2) = 5 [C(z)7, 
wenn &, und &, positive oder negative Einheiten bedeuten. Die beiden 
Systeme von Linearformen s(y) und t(z) wollen wir als ‚„Antistrophen‘“ 
bezeichnen, indem wir eine in der Gruppentheorie übliche Bezeichnungs- 
weise verwenden. Der Inhalt der Formel (8.) lautet dann in Worten: 
Die Determinanten der Antisirophen sind die positiv oder negativ genom- 
menen Quadrate der transformierten Formen. 

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung des Wertes der Determi- 
nante, die aus den Linearformen 


(9.) 0.(%) = I3mM,x?; (,k=0,1,2,3 
J 


gebildet ıst. Das System o(z) dieser Linearformen soll nach einer eben- 
falls aus der Gruppentheorie entlehnten Bezeichnungsweise ‚Parastrophe‘“‘ 
heißen. Die Parastrophe und die beiden Antistrophen nennen wir zu- 
sammen die Linearformsysteme der bilinearen Substitution (1.). Versteht 
man unter der Inversen des Systems @ die Matrix @”', die durch die 


Gleichung «a: a’ = a”':a=e definiert ist, wo e die Matrix der identi- 
schen Substitution bedeutet, so erhält man aus (7.), wenn man von den 


Systemen selbst zu ihren Inversen übergeht, nach einer einfachen Um- 


formung die beiden Gleichungen 
(10) s(y)e's’(y)= B(yy)-a”, t(z)D"t’(z)= Ol). a7. 


(Dabei ist von dem bekannten Satze Gebrauch gemacht, daß man die 
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Inverse eines Produkts erhält, indem man das in umgekehrter Reihenfolge 
genommene Produkt der Inversen der Faktoren bildet.) Setzt man 

(11.) d=YVD, 
wo die Wurzel in einem beliebigen aber bestimmten Sinne zu nehmen ist, 
so haben die Formen 4,8,C mit den Koeffizientensystemen 

(12.) a=d:a, bd=d.D", c=d. ce" 
alle wie A, B, © dieselbe Determinante D. Offenbar können sie auch als 
die durch d dividierten Adjungierten von A, B,C dargestellt werden. 
Wir nennen X die Reziproke von A; dann ist auch umgekehrt A die 
Reziproke von %. Ebenso sind B und ® wie auch C und € einander 
reziproke Formen. Statt (10.) kann man dann wegen (12.) auch schreiben 


(13.)  s(y)es(y)=Biyy)-a, t(2)bt(@)=C(z2)-a, 
und wenn man sich der Bedeutung von s(y) und t(z) erinnert, so besagt 
von diesen beiden Gleichungen die erste, daß die Identität 


(14.) C(z2)= B(yy) - Azz) 
für die bilineare Substitution 

(15.) 2, = Mu Yilas 
und die zweite, daß die Identität 

(16.) B(yy) = C(zz)A(xr) 
für die bilineare Substitution 

(17.) og = Mn 252% 


besteht. Die bilinearen Substitutionen, die man aus der ursprünglichen 
erhält, indem man bei allen Koeffizienten den ersten Index mit dem 
zweiten oder mit dem dritten vertauscht, sind also ebenfalls imstande, 
quadratische Formen in das Produkt zweier anderen zu transformieren. 
Wenn man zu (14.) und (15.) einerseits und zu (16.) und (17.) 

andrerseits die zu (7.) analogen Formeln aufstellt, so erhält man außer 
den beiden Gleichungen (13.) wegen (9.) noch die folgenden 

(18.)  o(@)eo(e) = Alez)-d, ez)be(z) = Alaz) ec, 
und aus beiden ergibt sich durch Übergang zu den Determinanten 

(19.) 94(2)| = &[AeH)}}, 
wenn s, das Vorzeichen bedeutet, das vorläufig unbestimmt bleibt und 
erst später gleich — &, e, gefunden werden wird. 
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Die parastrophe Determinante ist also bis auf das Vorzeichen das 
Quadrat der Reziproken der zu transformierenden Form. 


2. Koordinierte bilineare Substitutionen. 


Wir haben gesehen, daß die Linearformsysteme der bilinearen Sub- 
stitution (1.) die übereinstimmende Eigenschaft haben, Determinanten zu 
besitzen, die bis auf das Vorzeichen die Quadrate gewisser quadratischer 
Formen sind. Wir behaupten, daß in allen Systemen die Unterdetermi- 
nanten durch die betreffenden Formen teilbar sind. Da die Parastrophe 
selbst als Antistrophe dargestellt werden kann, so genügt es, diesen Nach- 
weis für die antistrophen Systeme zu führen. 

Sind S(y) und (2) die Systeme der Unterdeterminanten von s(y) 
und t(z) und S’(y) und %(z) ihre Transponierten, so folgt aus (8.) nach 
elementaren Determinantensätzen 


(20.) s(y)S(y)=S(y)sWw)=s[Blyy)P-e, ta)Fl2)=Te)te)=s[Czd)}-e 
Wenn nun $S(y) durch B(yy) und %(z) durch C(2z) teilbar ist, so sind 
‚lie Elemente der durch die Gleichungen 


(21.) S’(y)=&Bl(yy)&(ly), Tle)=8C(z2) t(2) 
definierten Systeme %(y) und £(z) Linearformen und genügen zudem 
wegen (20.) den Gleichungen 
(22) sy)Eey)=sly)s()=Blyy)-e, ta) tl@)=t(2)t2) = Cl22):e, 
und diese kann man durch die Linearformsysteme 

(23.) s(yJ)=ec"s’(yJa, t(z2)=b"t’(z)a 
befriedigen, wie sich aus (7.) und (10.) ergibt. Umgekehrt folgt daraus 
nach (20.) das Bestehen von (21.), also die Richtigkeit unsrer Behauptung. 

Wir bezeichnen wegen (22.) die Lineariormsysteme s(y) und $%(y) 

als reziprok in bezug auf die Form B(yy) und ebenso t(z) und t(z) als 


reziprok in bezug auf die Form C(zz).. Wo kein Mißverständnis zu be- 
fürchten ist, werden wir auch schlechthin von einander reziproken Linear- 


formsystemen sprechen. Wir bemerken noch, daß reziproke Linearform- 


systeme sich gegenseitig durch (22.) eindeutig bestimmen (vorausgesetzt 
natürlich, daß es sich um Systeme der von uns betrachteten Art handelt). 

Aus den Formeln (23.) leitet man unter Beachtung von (22.) die 
beiden wichtigen Gleichungen her 
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(24)  #(y)es(y)=B(yy)-a, t(z)bt(z)=C(z2)-a, 
von denen die erste besagt, daß die Form C(zz) durch die Substitution 
= pn (y)&, in A(xx)- B(yy), und die zweite, daß B(yy) durch die Substi- 


tution %,= &t,(2) x, in Ü(zz2)-A(xx) transformiert wird. So wie wir früher 
k 


zu der bilinearen Substitution (m,,) die beiden antistrophen Systeme ge- 
bildet haben, so fassen wir jetzt umgekehrt %(y) und ?(z) als Antistrophen 
zweier neuen bilinearen Substitutionen auf. Wir setzen 


(25.) 1.(2)= ZN 2, 8,.(Y) = & Or Yı> 


so daß t(z2), die Reziproke der ursprünglichen zweiten Antistrophe, erste 
Antistrophe der bilinearen Substitution (n,,) und &(y), die Reziproke der 
ursprünglichen ersten Antistrophe, zweite Antistrophe einer bilinearen Sub- 
stitution (0,,) wird. 

Wir behaupten dann, daß die drei bilinearen Substitutionen, die wir 
der Einfachheit halber jede durch einen einzigen Buchstaben bezeichnen 
wollen, ein ganz symmetrisches Tripel bilden. Jede von ihnen bestimmt 
die beiden andern, so wie die erste die beiden letzten. Oder ausführlich ge- 
sprochen: Geht man von einer von ihnen aus, bildet die Antistrophen, 
dazu in bezug auf die betreffenden Formen die reziproken Linearform- 
systeme, so ist die Reziproke der zweiten Antistrophe die erste Antistrophe 
der einen und die Reziproke der ersten Antistrophe gerade die zweite 
Antistrophe der andern der beiden übrigen bilinearen Substitutionen. 

Nach Definition bestimmt »® in der angegebenen Weise » und o. 
Außerdem erkennt man leicht, daß »» sicher eine der beiden je durch » 
und o bestimmten bilinearen Substitutionen ist. Um das einzusehen, 
braucht man nämlich nur von (24.) ausgehend, die Systeme %(y) und £(z) 
als gegeben anzunehmen und sieht dann, daß die dazu in bezug auf B(yy) 
beziehungsweise C(zz) reziproken Linearformsysteme gerade die früheren 
Systeme s(y) und t(2) sind. Was gezeigt werden muß, ist also nur, daß 
auch » und o sich gegenseitig bestimmen. Bildet man 

(26.) r.(2) = = 0, % > 1. (2) = Nu % > 


so findet das dann und nur dann statt, wenn die Systeme r»(xz) und rt (x) 
in bezug auf A(zz) reziprok sind, d.h. wenn die Bedingungen 


2.) Zrz(@)ta(0) = Er,(e) ru) Alan)eı,  Wrmonss 











> 
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erfüllt sind. Daß dies der Fall ist, erkennt man folgendermaßen. Löst 
man von den beiden Gleichungssystemen (4.), denen zufolge die Identität (2.) 
besteht, das erste nach den z2,, das zweite nach den y, auf, so ergibt sich 
wegen (22.) 

(28.) B(yy) 2, = = 54(Y) %; C(z2)y = &1,(2) 2. 


Nun ist aber nach (25.) und (26.) 
(29.) 23.4) = Z14(8) Ye; = (2), = = 1. (2) 2, 


so daß anstelle von (28.) auch geschrieben werden kann 
(30) Biyya=Zzra@)y, Clay. = rule) 2. 


Wenn man nun in diesen Formeln einmal die linke Seite der ersten in die 
rechte der zweiten, das andere Mal die linke Seite der zweiten in die 
rechte der ersten einsetzt, so ergibt sich wegen (2.) sofort die Richtigkeit 
von (27.). Man sieht auch leicht, daß die Forderung, daß die x, durch 
(4.) gegeben sein sollen, für (27.) keine Beschränkung mehr bedeutet, so 
daß diese Beziehung identisch in den x, besteht. 

Damit ist gezeigt, daß die bilinearen Substitutionen m,n,o ein ganz 
symmetrisches Tripel bilden. Jede von ihnen bestimmt in der angegebenen 
Weise die beiden andern und hat die Eigenschaft, eine der 3 Formen 
A,B,C ın das Produkt der beiden andern zu transformieren. Die 6 Anti- 
strophen von m, n,o sind paarweise in bezug auf je eine der 3 Formen 
reziprok. 

Fassen wir die Ergebnisse in Formeln zusammen und bezeichnen 
dabei die Variabeln der zu transformierenden Formen, um Zweideutigkeiten 
zu vermeiden, durch große Buchstaben, so haben wir die Identitäten 


A(XX) = B(yy) C (zz) für die bilineare Substitution X, = 2 m. Y;%, 


(31). B(YY) Bone j C (22) A (2x) , ., . . 4 — 2 N, ;x 2, Ir > 
jk 
C(ZZ)=4A(zz)B(yy) „ .»; ö v Z,= 30,7; Y» 
He 


und die Antistrophen 
s(y) und t(z) der bilinearen Substitution »e, 
(32.) BR) u: 8). m 2 Y n, 
r(z) „ 82) ‚ ss u 0 
genügen den Gleichungen 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 15 
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Jr 
(33.) s(y)®(y) = &(y) s(y)= B(yy)-e; 
t(z)t(z) =t(z) £(z2) = O(z2) -e. 


Wegen dieser Eigenschaften bezeichnen wir m, n,o als koordinierte bilineare 


2) = t(z)r(2)= Al(azr):e, 
) 


Substitutionen. 
Wenn wir auf die Variabeln der drei Formen gleichzeitig die Substi- 


tutionen 
(34.) L, = E 04%, y= ZEPßaYyı u 2; 


ausüben, deren Determinanten wir, wenigstens bis auf das Vorzeichen, als 
gleich und von Null verschieden annehmen wollen, so mögen dadurch die Formen 
in 4, B,C und die bilinearen Substitutionen in m,%,ö, übergehen. Es 
zeigt sich dann, daß die Gleichungen (31.) bestehen bleiben, wenn man 
sich überall die transformierten Größen eingesetzt denkt. Dasselbe gilt 
aber für (33.), wie die einfache Überlegung ergibt, in welcher Weise die 
Systeme (32.) transformiert werden. Man muß dabei beachten, daß eine 
auf die Variabeln der zu transformierenden Form ausgeübte Substitution 
bei der bilinearen Substitution eine Zusammensetzung mit dem inversen 
System bewirkt. So drücken sich z. B. die Koeffizienten von #% durch 
die Gleichung aus 
(35.) M = z u Mau Pa Yırs 


1 sind. 


wenn &, die Elemente des zu « inversen Systems « 

Daß für ®,n,6 zu (31.) und (33.) analoge Gleichungen bestehen, 
besagt, daß »%, #, © zueinander koordiniert sind. Die Eigenschaft dreier 
bilinearen Substitutionen, zueinander koordiniert zu sein, geht also durch 


die gleichzeitig ausgeübten Transformationen (34.) nicht verloren. 


3. Die Vorzeichen der Linearformdeterminanten. 
Wir bezeichnen die Parastrophe von » mit o(y) und die von 
o mit r(z), setzen also 
(36.) n Ya = 04(Y), 2 2,0, = T,(2). (4, k= 0,1,2, 3) 


Dann sind, um die Bezeichnungsweise noch einmal zusammenzufassen, 
o(z), s(y),t(2) die Linearformsysteme von m, 


(37.) o(y), t(z), t(z) „ 7 » » N, 
t(2),r(%), s(Y) „ „ > »’ 0. 
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Zwischen den Vorzeichen der Determinanten dieser Linearformsysteme be- 
stehen sehr bemerkenswerte und einfache Beziehungen, die wir herleiten 
wollen. Wir behaupten nämlich, daß die Determinanten gleichnamiger 
Systeme, d.h. die von e(z),r(z),r(x) und die von o(y),s(y), ®(y) und 
endlich die von r(z), t(z),t(z) jedesmal dasselbe Vorzeichen haben. Es 
genügt, dies für ein Tripel, etwa o(z),r(z),r(z) nachzuweisen. 

Zunächst trifft diese Behauptung zu, wenn es sich um die Trans- 
formation einer Summe von 4 Quadraten in das Produkt zweier solcher 
Summen handelt. Denn in diesem Falle ist sogar o(2)=r’(x)=r(x), 
weil wegen @=b=c=e ein Vergleich der ersten Formeln von (7.) und (22.) 
ergibt, daß notwendig s’(y) = &(y) sein muß, woraus wegen der Bedeutung 
dieser Systeme o(z)=r’(z) und aus Symmetriegründen auch r’(z) = rt (x) 
folgt. Versteht man dann unter den Transformationen (34.) diejenigen, 
die eine Summe von 4 Quadraten der Reihe nach in A, B,( überführen, 
und beobachtet man ihre Wirkung auf o(z),r(z),r(x), so ergibt sich 
leicht, daß die Determinanten dieser Systeme, die bis auf das Vorzeichen 
den Wert (25+ 27 -+ 23 + x)” hatten, ihr Zeichen gleichzeitig ändern oder 
gleichzeitig nicht ändern, je nachdem die Moduln der Substitutionen 3 und y 
sich durch den Faktor —1 unterscheiden oder nicht. Man muß dabei 
nur beachten, daß die Variabeln der Parastrophe, wie aus (35.) folgt, kontra- 
gredient, also durch die Substitution z, = z @,, %, zu transformieren sind. 


Da man umgekehrt auch von drei beliebigen Formen A, B,C durch 
lineare Transformationen zu Summen von Quadraten übergehen kann, so 
ist die obige Behauptung, daß in (37.) die Determinanten gleichnamiger 
Systeme dasselbe Zeichen haben, damit bewiesen. Wir sind jetzt imstande, 
die Werte dieser Determinanten hinzuschreiben. Wir haben 


0#(2) = &s[Uae), saly)i=elBlyy)F, ital?) = 8[C(2ze)}. 
(38.) 0.(y)|=eldlyyT, tal) =elllze), 1a) = slAlaR)?, 

7.2) = 8[Cl22)}, rule) =alAlam)f, 8.19) = elBlyy)?. 
Wie man sieht, erhält man aus einer Zeile dieses Gleichungssystems die 
beiden andern durch zyklische Vertauschung der Buchstaben: A,B,(; 
A,B8,C; 2,y,2; 0,0,7T; r,s,t; r,3,t und der Indizes 1,2,3. 

Wir haben schon oben bemerkt, daß die Einheiten &,, &,&, nicht 
voneinander unabhängig, sondern der Bedingung 


15* 
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(39.) 1 

unterworfen sind. Zum Beweise bemerken wir zuerst, daß das Produkt 
&) 8,8; gegenüber linearen Transformationen invariant ist, so daß wir die 
Richtigkeit von (39.) nur noch in einem einfachen Falle, etwa dem der 
Transformation einer Summe von 4 Quadraten in das Produkt zweier 
solcher Summen zu zeigen brauchen. Hält man auch in diesem Fall an 
der allgemeinen Bezeichnungsweise fest und versieht nur die Systeme mit 
einem Index 0, so genügt wegen (7.) das System s’(y) der Gleichung 


(40.) Yet yitrth)e 
daraus folgert man, wenn 
(41.) (Y)=HYt Sy t yet 8% 


gesetzt wird, für die s’ («=0,1,2,3), die gewöhnliche von den y, unab- 
hängige Substitutionen sind, die Bedingungen 


(42.) BE; ers en 
ra —=t0, (2=0,1,2,3;i+&) 
von denen die erste die s’ als orthogonale Substitutionen charakterisiert. 
Durch eine auf die x, oder die 2, ausgeübte orthogonale Transformation, 
kann man erreichen, daß sö=e die identische Substitution wird. Nach 


der zweiten Bedingung (42.) folgt aber aus 
(43.) s=e, daß Y+s&=0 ist. (k=1,2,3) 


8},85,8) sind also schiefsymmetrische Systeme. Denkt man sich auch o°(x) 
und t’(z) entsprechend (41.) zerlegt 
(44.) Od) Hut HH + Rn t+r Mh rhatket tz, 
so sind die Systeme o, der Reihe nach aus gleichen Zeilen, die Systeme 
t, der Reihe nach aus gleichen Spalten der s’ gebildet. Weil aber die 
Einheiten &,,&,,&, durch die Determinanten von o), s’,t, für irgendein © ge- 
geben werden, so folgt aus der soeben gemachten Bemerkung wegen (43.), 
daß &, und e, entgegengesetzte Werte haben. Da aus 8=e noch ,= +1 
folgt, so ist die Richtigkeit der Gleichung (39.) in einem Fall, auf den 
alle andern durch lineare Transformation zurückgeführt werden können, 
also auch allgemein bewiesen. 

Das Vorzeichen der parastrophen Determinante ist also bestimmt, 
wenn die Vorzeichen der beiden antistrophen Determinanten gegeben sind. 
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Es gibt demnach für e,,&,&; nur 4 mögliche Kombinationen, nämlich ——+ +, 
++—-,-+—+,—--—--—, Nennt man die Transformation einer Form in 
das Produkt zweier andern oder auch die sie vermittelnde bilineare Sub- 
stitution positiv, negativ oder unbestimmt, je nachdem die Vorzeichen 
der antistrophen Determinanten beide positiv, beide negativ oder ver- 
schieden sind, so gilt nach dem Gleichungssystem (38.) der Satz: 

Ist eine Transformation negativ, so sind auch die koordinierten nega- 
tiv, ist sie positiv, so sind die koordınierten unbestimmt. 

Im Zusammenhang hiermit steht eine Bezeichnungsweise, die @auß 
für binäre Formen anwendet, die aber ohne weiteres auf quaternäre 
Formen ausgedehnt werden kann. Danach wird die Form B bei der 
Transformation direkt oder indirekt genommen, je nachdem «,, und eben- 
so C, je nachdem e, positiv oder negativ ıst. (Disq. arith. 235.) 


4. Reelle und rationale Transformationen. 


Wir verlassen jetzt die Allgemeinheit unserer Voraussetzungen und 
werden beschränkende Annahmen über die Natur der Koeffizienten der 
Formen und bilinearen Substitutionen machen. 

Wir nennen die Transformation einer Form in das Produkt zweier 
andern reell oder rational, wenn die Koeffizienten der Formen sowohl 
wie die der bilinearen Substitution reell oder rational sind. Ist eine 
Transformation reell oder rational, so sind auch die koordinierten Trans- 
formationen, wie sich aus ihrer Definition ergibt, reell oder rational. Um 
die Bedingungen der reellen und dann der rationalen Transformation zu 
untersuchen, bilden wir nach (1.) und (9.) 


(45.) =”, = Mi 5.Y;% = ns 0..(5) Y.%- 
Setzt man die erste Gleichung (30.), die bei beliebigen y, und z, für durch 


(1.) gegebene x, also in unserm Fall gültig ist, in die rechte Seite ein, 
so erhält man die Identität 


(46.) B(yy) 2u.5.= 20,72) y 9» 
und ein Vergleich der beiderseitigen Koeffizienten von y,y, ergibt 


(47.) 2(22,5)-b,= Zeu(s)ria (2) + Za,($)r.®) 


wofür man nach der Schreibweise der Matrizenrechnung auch setzen kann: 
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(47°.) 222,8.d= e(E)r()+ (ER). 
Wählt man die Zahlen x,, die ja jetzt ganz beliebig sind, besonders so, daß 
(48.) 3275=0, 


was auf mannigfache Weise möglich ist, so wird das zusammengesetzte 
System o($) »(z) schiefsymmetrisch, was bekanntlich, da die Zeilenzahl 
gerade ist, zur Folge hat, daß seine Determinante als Quadrat einer ge- 
wissen homogenen Funktion der Elemente des Systems dargestellt werden 
kann. Nun hat die Determinante nach (38.) den Wert 

(49.) 2(8) ira(@) = [UES) Ale). 
Es ist also A(zx) A($$) eine homogene Funktion der Elemente des zu- 
sammengesetzten Systems o($)r(x), demnach reell für reelle und rational 
für rationale Transformationen. Weil aber A(zz) nicht für alle der Be- 
dingung (48.) unterworfene Wertsysteme x, verschwinden kann und außer- 
dem mit der Transformation gleichzeitig reell oder rational ist, so muß auch 

RE adj A($£) 

(50.) AlFE)=- — 

wo adj A(£5) die Adjungierte von A($5) bedeutet, reell oder rational sein, 


je nachdem die Transformation es ist. 

Nur diejenigen Formen können sich demnach reell in das Produkt 
zweier andern transformieren lassen, die eine reelle, und diejenigen rational, 
die eine rationale Reziproke besitzen. 

Handelt es sich um reelle Transformationen, so muß wie (50.) zeigt, 
die Determinante positiv sein, d. h. die Formen sind entweder definit oder 
indefinit und dann vom Trägheitsindex 2. Weil nur solche Formen, die 
denselben Index haben, sich reell durch eine lineare Transformation inein- 
ander überführen lassen, so erkennt man aus der Tatsache, daß A in B.C 
transformiert werden kann, in einfacher Weise, daß nur folgende 3 Fälle 
möglich sind. Entweder müssen A, B,C gleichzeitig den Index 2 haben, 
oder die Formen sind gleichzeitig definit, und zwar entweder alle drei positiv 
oder eine positiv, zwei negativ. Der letzte Fall unterscheidet sich übrigens 
wenig von dem vorhergehenden, da er durch Multiplikation der negativen 
Formen mit —1, wobei die Identität A= B.C bestehen bleibt, auf diesen 
zurückgeführt werden kann. Weil eine Summe von 4 positiven Quadraten 
in das Produkt zweier Summen von 4 Quadraten und eine Summe von 
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2 positiven und 2 negativen Quadraten in das Produkt zweier solcher 
Summen transiormiert werden kann (nach den bekannten Formeln von 
Euler und Lagrange*)), so sind die angegebenen Bedingungen auch hin- 
reichend. Bedeuten A, B,C irgend drei reelle Formen, die ihnen genügen, 
so läßt sich eine reelle bilineare Substitution angeben, die A in das Pro- 
dukt B.C transformiert. 

Handelt es sich dagegen um rationale Transiormationen, so muß 
nach (50.) die Determinante eine rationale Quadratzahl sein. Umgekehrt 
ist diese Bedingung, wie sich noch zeigen wird, auch hinreichend dafür, 
daß eine Form eine rationale Transformation in das Produkt zweier an- 
dern zuläßt. 


5. Eine Identität für quaternäre Formen. 


Um den Beweis für die letzte Behauptung zu erbringen, wollen 
wir eine Identität herleiten, die uns auch weiterhin nützlich sein wird. 
Bedeutet A(z2)= Fa,%,%,(1,k=0,1,2,3) eine quaternäre Form 
ık 


mit nicht verschwindender Determinante D und einem von Null verschie- 
denen Koeffizienten «a,,, So ist identisch, wie ein Vergleich beider Seiten zeigt, 
(51.) an Alaa) = 42, + flaa), 
wenn 
(52.) A, = Ag %y + Ayı %ı + Age %g + Ayg Li 
gesetzt ist, und 


f(z2) = Z’5b,%,%,**), wo 
(53.) 1 (,k=1 2,3) 
Dr = Ayo G — Ay, Agy 


eine ternäre Form bedeutet, die wir nach Hermite die von A abgeleitete 
Form nennen wollen***). Ebenso hat man 


(34.) amAlay)=A,Ayt+flay), Alay)= Zauzy» Flay)= Z bar yı- 


Die Form f hat die Determinante a}, D; denn die quaternäre Form A + f(XX), 
die offenbar dieselbe Determinante wie f hat, enthält die quaternäre Form 
A%,+ f(xx), die nach (51.) die Determinante a, D hat, durch eine Sub- 
stitution vom Modul a„, nämlich durch die Substitution 





*), a.a. O.; vgl. S. 106, Anm. **). 
**) 3° bedeutet eine Summation von 1 bis 3, 3 eine solche von O bis 3. 
***) Ch. Hermite, Oeuvres I p. 123. 
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(55.) A, = GE + Ay F ae it an Am, (4=1,2,3) 
woraus die Behauptung folgt. 
Wenn die Unterdeterminanten des dreireihigen Systems |b,, | durch 
B,, und die des vierreihigen Systems |a,, | durch A,, bezeichnet werden, so 


gilt die Beziehung 
(56.) B, = Gy Au: („k=1,2,3) 





Das bestätigt man leicht durch Ausrechnen; doch kann man es auch 
folgendermaßen einsehen. Wenn die Form X5 + f(XX) durch die Substi- 
tution (55.) in a, A (zz) übergeht, so folgt nach einfachen Sätzen aus 
der Theorie der linearen Transformation der quadratischen Formen, daß 
die durch das Quadrat des Substitutionsmoduls dividierte Adjungierte von 
an A(xz), also die Form mit den Koeffizienten a, A,, durch die zu (55.) 
transponierte Substitution 
(57.) | L,=0u0; I, =, +2, (= 1,2,3) 
in die Adjungierte von A5 + f(XX) übergeht. Weil nun durch (57.) nur 
die Koeffizienten der ersten Zeile und ersten Spalte geändert werden, so 
folgt sofort die Richtigkeit von (56.). 
Wir schreiben 


(58.) D=#, 4,=da,, (,k=0,1,2, 3) 
so daß nach (56.) 
(59.) B.= Ayo d4;; (1,k=1,2,3) 


und bezeichnen die Form mit den Koeffizienten o,, (1,k=1,2,3) durch 9; 
dann ist nach (59.) aa d-Y die Adjungierte von f und umgekehrt f die 
Adjungierte von $*), und es besteht die bekannte Identität 

(60.) xx) Hyy) - Hay)’ = an dyp(ss); 
wenn 

(61.) 51 = %, Y3.— X; Yo, g—=4,Yı "I Ya 8 =D, Ya 2% Yı 
gesetzt ist. Mit ihrer Hülfe bestätigt man nach (51.) und (54.) die Richtig- 
keit der folgenden Formel 
(62.) a] A(ar) Alyy)— Alay)' = A Mar) —2 Ad, An fay)+AofyYy) +aody(ss). 
Andererseits hat man auch 
(63.)  fl22)= Anflex) —2 Ag Av, Fzy) + Ad Flyy) + a0 dp (83), 


wenn: 


- Es ist also b.ı ze Asa Ag, — Ad; , bis = Az Aa, — Ası (a3 USW. 
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(64) 2,= AuYy,— Ay %+9.(8), wobei p,(s)=A,5ı +0,95, +4,55, =1,2,3) 
gesetzt wird, was man durch Einsetzen unter Beachtung von 
+ + LS = Yyı Sit YaSg + Y 55 = 0 bestätigt. Faßt man die Formeln 
(62.) bis (64.) zusammen, so erhält man folgende Identität. Es wird 


(65.) A(z2) Alyy)=%+ f(z), 
wenn gesetzt wird 
(66.) 2,—= A(zy), z= 2 1A.Y — Ay, ut Yp(s)!- ((=1,2,3) 


Die bilineare Substitution (66.) hat (dann und nur dann) lauter rational- 
zahlige Koeffizienten, wenn die Form A rational und ihre Determinante 
ein rationales Quadrat ist. 

Denkt man sich die Form 25 + f(zz2) durch eine rationale lineare 


Substitution vom Modul - in eine solche von der Determinante D über- 
00 
geführt und geht dann zu einer koordinierten Transformation über, so er- 


kennt man, daß die am Schluß des vorigen Abschnitts aufgestellte Be- 
hauptung zutrifft. Die Bedingung, daß die Determinante einer rationalen 
Form eine rationale Quadratzahl ist, ıst also nicht nur notwendig, sondern 
auch hinreichend dafür, daß sie sich rational ın das Produkt zweier Formen 
mit derselben quadratischen Determinante transformieren läßt. 


6. Begriff der Komposition. Hauptformen und Hauptklassen. 


Wenn die Identität (2.) für die bilineare Substitution (1.) besteht 
und alle Koeffizienten a,,, b,,,c,, und m,, ganze rationale Zahlen sind, so 
sprechen wir von ganzzahliger Transformation. Die Determinanten der 
Formen nehmen wir wieder als gleich an. Nach dem 4. Abschnitt ist die 
Determinante eine Quadratzahl und die Reziproke von A jedenfalls rational. 
Weil aber ihr Quadrat ganzzahlig ist, da es nach (19.) bis auf das Vor- 
zeichen den Wert der parastrophen Determinante darstellt, so ist sie not- 
wendig sogar ganzzahlig. 

Eine Form kann sich demnach nur dann ganzzahlig in das Produkt 
zweier andern transformieren lassen, wenn sie eine ganzzahlige Reziproke, 
d. h. eine quadratische Determinante D=d’ und eine durch d teilbare 
Adjungierte besitzt. Sind die beiden transformierten Formen B und © 
primitiv*), woraus übrigens nach (7.) auch die Primitivität von A folgt, 


*) primitiv immer im Sinne von eigentlich primitiv. 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 16 
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so schließt man aus den Gleichungen (21.), daß die Linearformsysteme 
&(y) und £(z), also die koordinierten bilinearen Substitutionen ganzzahlig 
sind. Es ist also B ganzzahlig in AC und ( ganzzahlig in AB trans- 
formierbar; demnach besitzen auch die Formen B und Ü wie A notwendig 
ganzzahlige Reziproken. 

‚Wir nennen eine primitive Form, die ganzzahlig in das Produkt 
zweier primitiven Formen transformiert werden kann, aus diesen beiden 
Formen zusammengesetzt oder komponiert, wenn die Transformation positiv ist. 

Nach dem vorigen können nur diejenigen primitiven Formen eine 
Komposition zulassen, die eine quadratische Determinante und eine durch 
die Wurzel aus der Determinante teilbare Adjungierte besitzen. 

Wir wollen zeigen, daß diese Bedingungen auch hinreichend sind. 

Zum Beweise gehen wir aus von den Gleichungen (65.) und (66.). 
Genügt die Form A den angegebenen Bedingungen, so ist zunächst die 
bilineare Substitution (66.) sicher ganzzahlig, wenn a„= 1 ist. Dann ist 
aber die Form A(xx) der Form 25 + f(zx), wo f die in (53.) angegebene 
Bedeutung hat, äquivalent; denn diese wird durch die Substitution (55.) 
vom Modul a9 =1 in jene übergeführt. Nehmen wir A gleich in der 
Gestalt 25 + f(x) an, so erhalten wir aus (65.) und (66.) 

(67.) (2 + Faz)) (yo + Fyy))= 5 + fle2) für 

(68.) = %Y%r Hey); 2, = %Y,-%L+Y(s); RER 
gelangen also zu der bekannten Formel von Hermite, da f dıe Adjungierte 
von p ist. Die beiden antistrophen Determinanten der bilinearen Substi- 
tution (68) haben verschiedenes Vorzeichen. Die Transformation ist also 
unbestimmt; doch kann man sie leicht in eine positive verwandeln, etwa 
dadurch, daß man statt (68.) 

(68) = mn—ay), zent rPnl) ui 
einführt. Im Sinne der obigen Definition handelt es sich dann um eine 
Komposition. Wir können demnach den Satz aussprechen: Eine quater- 
näre quadratische Form, die die Zahl 1 darstellt, läßt sich dann und nur 
dann mit sich selbst zu sich selbst zusammensetzen, wenn ihre Determinante 
eine Quadratzahl D= d” und ihre Adjungierte durch d teilbar ist. 

Jede Form von diesen Eigenschaften nennen wir eine Hauptform 
und die Klasse, der sie angehört, eine Hauptklasse, weil diese Formen bei 
der Komposition der quaternären Formen eine ähnliche Rolle spielen wie 
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diejenigen binären, die nach Gauß so genannt werden, bei der Kompo- 
sition der binären Formen. Ein wesentlicher Unterschied dieser Theorie 
gegenüber besteht aber darin, daß es bei quaternären Formen für eine 
Determinante D=d” im allgemeinen verschiedene Hauptklassen gibt. 
Hauptformen, die verschiedenen Klassen angehören, lassen sich nicht zu- 
sammensetzen. Denn aus der Zusammensetzbarkeit zweier Formen, die 
die 1 darstellen, folgert man leicht ihre Äquivalenz. Dagegen lassen sich 
Hauptformen einer Klasse stets zusammensetzen und durch die Zusammen- 
setzung entstehen alle und auch nur solche Formen, die derselben Klasse 


angehören. 


7. Die Zusammensetzung zweier entgegengesetzten primitiven Formen 
zu einer Hauptform. 


A(zx) sei wieder eine primitive Form mit der Determinante D --d? 
und einer durch d teilbaren Adjungierten. Den ersten Koeffizienten «a,, wollen 
wir jetzt von 1 verschieden und außerdem zu 2D prim annehmen, was 
keine wesentliche Einschränkung bedeutet. Die bilineare Substitution (66.), 
für die die Identität 

(65.) A (zz) A(yy) =, + f(22) 
besteht, können wir nach einer einfachen Umrechnung auch in der Gestalt 


(66*.) „= A (xy), 2=0,+ in 20, 8, (= 1,2,8) 
schreiben, wenn 
(69.) s=nuY,—YL, (= 1,2,3) 
gesetzt ist und die Größen «a,(1,k=1,2,3) die Elemente des Systems 
0 Ag tr Agg A); — Age 
(70.) e= (09, og Apr} 023 tr Agı || 
| Oz, + Aog 03, — Ayı Qs3 | 
bedeuten. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, eine lineare Substitution 
(71.) 2, = 20, 2% (=1,2,8) 


mit dem Modul a, zu bestimmen von folgenden beiden Eigenschaften. 
Durch sie wird die bilineare Substitution (66°.), die übrigens, wie sich 
leicht zeigen läßt, den Nenner a,, nicht nur scheinbar, sondern tatsäch- 
lich enthält, in eine ganzzahlige transformiert, und es existiert eine ter- 


näre Form 
(12.) gea)=&e,ua 


16* 
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mit ganzzahligen c,,, die durch (71.) in die Form f(zz) übergeführt wird. 
Die erste Forderung ist dann und nur dann erfüllt, wenn die Kongruenzen 
(73.) = Ö,; %: (a0) (,k=1,2,3) 


bestehen. Wegen der zweiten Forderung muß eine ganzzahlige Matrix e 
existieren, die der Gleichung 

(74.) "ed=b 
genügt. Bedeutet / das zu d adjungierte System, so schließt man aus 
(74.) wegen d, = 4 

(75.) Ab4 = an: C. 
Da man aus (75.) umgekehrt auch (74.) folgert, so ist die Existenz einer 
Matrix e von den gesuchten Eigenschaften gesichert, wenn die Kongruenzen 


(76.) AdbN=0 (a,) oder Zb,4, Iu=9 (MG) WwE=-123) 
pq 


erfüllt sind. Diese erweisen sich aber schon als eine Folgerung der Kon- 
gruenzen (73.), so daß wir nur ihnen durch ein System d, von der 
Determinante d,, = 4. zu genügen brauchen. 

In der Tat, wenn das System d‘.« durch a. teilbar ist, so ist 
zunächst auch d.+«a-d” durch a, teilbar. Wenn man nun « zerlegt in 
einen symmetrischen Teil 

Ay A Aug |*) 
(77.) n—= Ag A Ay 
Az; Agg Ay 
und einen schieisymmetrischen 


0 gg — Age 
(78.) a= — Ag 0 Go ||; 
Agg — Agı 0 
so daß 
(79.) a=NA+ a, 


so schließt man aus der Tatsache, daß d a° d” wieder schieisymmetrisch ist, 
daß 20 a0’, also auch, da a,, ungerade angenommen ist, dad’ durch a 
teilbar ist. Durch Übergang zu dem adjungierten System folgert man 
daraus, da 5 das zu a adjungierte System ist, daß 45.4’ durch a,, teilbar 
sein muß, womit die Behauptung bewiesen ist. 


*) a hat hier natürlich eine von der früheren verschiedene Bedeutung. 
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Wir haben jetzt nur noch zu zeigen, daß man den Kongruenzen (73.) 
durch ein System d‘ von der Determinante d,, =, genügen kann. Daß 
das möglich ist, ergibt sich sogleich aus einem Satz von Herrn Frobenius*), auf 
den wir Bezug nehmen wollen. Danach besitzt ein System von 3 homo- 
genen linearen Kongruenzen mit 3 Unbekannten 


(80.) B 4 T, Ö % = 0 (oo) (k= 1,2, 3) 
3 Auflösungen, deren Determinante den Wert 
(81.) HB 
4, Ay Ay 


hat, wenn a,, a,, a; der Reihe nach die größten gemeinsamen Teiler bedeuten, 
die der Modul a,, mit den Elementarteilern e,,&,e, des Systems « ge- 
meinsam hat. 

Um die Elementarteiler von « zu bestimmen, berechnen wir die 
Determinante «, und bilden das zu « adjungierte System. Für die 
Determinante ergibt sich zunächst 


., 
0x > Q,x + - N,x Ay, Aox » ((,k=1,2,3) 
+b 


und dafür erhält man wegen a, = qay,*d und 


d (=0) 
(82.) Ayo 9,0 + doı 0.1 + (og A,o + Agz Az = 10 (= 1,2,3) 
einfach 
| 2 
(83.) ge | = Aoo * oo 


Das zu @ adjungierte System wird nach einer leichten Rechnung, bei der 
man außer (53.) und (82.) noch beachten muß, daß db das zu a adjungierte 
System ist, gleich dem a,-fachen von 
Gı Ag Ag Ag Tr Age 
(84.) A= AT Ag Ag Op; — O0, | **) 
Az, — og Ag t Ooı As3 

gefunden. Bezeichnet man mit 9 den größten gemeinsamen Teiler aller 
&,, mit 9 den aller A,, so daß a„® der Teiler des zu « adjungierten 
Systems ist, so sind 


*) Frobenius, Theorie der linearen Formen mit ganzzahligen Koeffizienten, 
dieses Journal, Bd. 86, S. 182; s. auch Bachmann, Zahlentheorie IV, 1, S. 358. 

**) Da die Determinante von A a,,Aa5, ist, kann man d=A’ annehmen, 
wenn a. =1, kann aber auch, wenn ao +1, für die praktische Bestimmung von d 
von dem System A’ ausgehen. 
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Ay O A550 Ro __ Ayo Ayo 
a=4, &% = ne e,= _ 


die Elementarteiler von «. Weil nun die Zahlen 9 und #, wie man aus 
ihrer Definition schließt, in 2D aufgehen, so sind sie notwendig zu Q, 
teilerfremd. Für die größten gemeinsamen Teiler der Elementarteiler mit 
dem Modul a, erhält man also: 





a=1, A,= (Ay; Ad; = Ay» 


Demnach ist nach (81.) H= a,; den Kongruenzen (73.) kann man also 
durch ein System Ö von der Determinante H= d,, = a, genügen. 

Da die allgemeine Theorie der linearen Kongruenzen auch einen 
Weg angibt, die 3 Auflösungen der Kongruenzen (80.) mit der Deter- 
minante H= a,, also das gesuchte System d tatsächlich zu finden, so ist 
unsere oben gestellte Aufgabe, eine lineare Substitution (71.) von den 
beiden geforderten Eigenschaften zu bestimmen, jetzt vollständig gelöst. 
Das Koeffizientensystem e der ternären Form (72.) ergibt sich aus (75.) 


und läßt sich darstellen als das zu dem ganzzahligen System n. dad 
00 


adjungierte System, woraus hervorgeht, daß die quaternäre Form 2; + g(zz) 
eine Hauptform ist. Die Transformation dieser Form in das Produkt der 
beiden Formen A(zz) und A(yy), deren Existenz wir jetzt nachgewiesen 
haben, ist unbestimmt, weil die bilineare Substitution (66.) es ist. Sie 
läßt sich aber dadurch leicht in eine positive verwandeln, daß man auf 
die eine der Formen A eine unimodulare Substitution von der Determi- 
nante — 1 ausübt, also etwa statt einer Variabeln ihren negativen Wert 
einführt. A möge dadurch in A übergehen. Wir bezeichnen A und A 
als entgegengesetzte Formen und ihre Klassen als entgegengesetzte Klassen. 
Da es sich jetzt um eine Komposition handelt, so können wir unter 
Berücksichtigung der früheren Ergebnisse den Satz aussprechen: 

Eine primitive quaternäre Form läßt dann und nur dann eine Kompo- 
sition zu, wenn ihre Determinante D = d’ eine Quadratzahl und ihre Adjun- 


gierte durch d teilbar vst. 

Ferner hat sich ergeben: Durch Zusammensetzung zweier entgegen- 
gesetzten Formen entsteht stets eine Hauptform. 

Zu den Formen, die eine Komposition zulassen, gehören z. B. die- 
jenigen quaternären Formen, die man erhält, wenn man die den binären 


A we. 
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Formen entsprechenden Hermiteschen Formen*) in reeller Gestalt darstellt, 
ferner solche, die in die Summe zweier binären Formen von gleicher 
Determinante transformiert werden können, dann auch die eigenartigen 
Formen, auf die Hermite in einer Arbeit über die Transformation Abelscher 
Funktionen gestoßen ist**). 

Eine weitere Untersuchung, auf die wir nicht mehr eingehen, zeigt, 
daß alle aus zwei Formen zusammensetzbaren Formen äquivalent sind. Die 
Komposition der Formen ist also wesentlich eine Komposition der Klassen, 
ebenso wie bei binären Formen. Der obige letzte Satz kann dann 
auch so ausgesprochen werden: Durch Zusammensetzung zweier ent- 
gegengesetzten Klassen entsteht eine Hauptklasse. Diese Hauptklasse soll 
die zugehörige Hauptklasse heißen. Dann findet man durch Übergang 
zu den koordinierten bilinearen Substitutionen, daß durch Zusammen- 
setzung einer Klasse mit der zugehörigen Hauptklasse die ursprüngliche 
Klasse entsteht. Ich hoffe, später zeigen zu können, daß zwei Klassen, 
die zu derselben Hauptklasse gehören und auch nur solche stets zusam- 
mengesetzt werden können. Die Eindeutigkeit in der Komposition der 
Klassen bleibt übrigens bestehen, wenn man die Definition der Kompo- 
sition allgemeiner, als wir es oben getan haben, folgendermaßen faßt. 
Von drei Formen A,B,C, die auch verschiedene Determinanten haben 
dürfen, soll A aus B und Ü zusammengesetzt heißen, wenn A ganzzahlig 
in das Produkt B.( transformiert werden kann durch eine bilıneare Substitu- 
tion, deren beide antistrophen Determinanten positiv sind und keinen gemein- 
samen Teiler haben. Aus dieser Definition ergeben sich ganz ähnliche Folge- 
rungen, wie Gauß sie aus seiner Definition für binäre Formen gezogen hat (Disg. 
art. 235). Die 5.und 6. Folgerung können sogar wörtlich übernommen werden. 

Wir bemerken noch, daß die Identität, die wir im 5. Abschnitt 
abgeleitet haben, auch auf die den quaternären Formen entsprechenden 
Hermiteschen Formen ausgedehnt werden kann. Geht man dann von der 
komplexen zur reellen Darstellung über, so kann man zu Formen mit 
8 Variabeln gelangen, die eine ganzzahlige Komposition zulassen. 

Pe: *) Ch. Hermite, Sur la th&orie des formes quadratiques, dieses Journal Bd. 47 


oder Oeuvres I p. 238. 
**, Ch. Hermite, Sur la transformation des fonctions abeliennes, Comptes ren- 


dus de l’acadömie des sciences t. XL, 1855, oder Oeuvres I, p. 450. 














Bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme. 


Von Herrn Ernst Steinitz in Breslau. 


Einleitung. 


Cauchy hat zuerst bemerkt, daß die Konvergenz gewisser Reihen 
von der Anordnung ihrer Glieder abhängig ist, und hat damit diejenige 
Erscheinung entdeckt, die man heute als bedingte Konvergenz zu bezeichnen 
pflegt. Dirichlet zeigte, daß jede absolut konvergente Reihe unbedingt 
konvergiert und bei jeder Anordnung dieselbe Summe ergibt. Er er- 
kannte ferner, daß bei gewissen nicht absolut konvergenten Reihen durch 
Umstellung der Glieder eine konvergente Reihe mit anderer Summe erzielt 
werden kann. Diese beiden Bemerkungen wurden durch die Untersuchungen 
Riemanns ergänzt, welcher erstens die völlige Äquivalenz von absoluter 
und unbedingter Konvergenz dartat und zweitens bewies, daß eine bedingt 
konvergente Reihe reeller Zahlen zu einer konvergenten Reihe mit beliebig 
vorgeschriebener (reeller) Summe umgeordnet werden kann, oder, wie wir 
es ausdrücken wollen, daß der ‚„Summenbereich‘ einer solchen Reihe alle 
reellen Zahlen umfaßt. 

Es liegt nahe, die Frage nach dem Summenbereich im komplexen 
Gebiete aufzuwerfen. Hier treten uns sofort zwei verschiedene Typen be- 
dingt konvergenter Reihen entgegen. Bezeichnet g eine Gerade in der 
komplexen Zahlenebene, « einen Punkt auf g, +0 einen Punkt auf der 
durch den Nullpunkt gezogenen Parallelen, endlich 


dt (ge 000 -+ a„+ ... 


eine bedingt konvergente reelle Reihe, so folgt aus dem Riemannschen 
Satze sofort, daß die komplexe Reihe 
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+4,08, W+ + +4,00 + 
jeden komplexen Wert von der Form @&+rw haben kann, unter r jede 
reelle Zahl verstanden; d. h. der Summenbereich der Reihe ist die Gerade g. 
Ist ferner 
,+b+ +++. 

irgendeine zweite reelle bedingt konvergente Reihe, so kann 

bi+bit..+bit.- 
jeden rein imaginären Wert erhalten, und der Summenbereich der aus 
den Zahlen 

&, , 01%, Q,, Dat, ... @,, Dat, ... 
gebildeten Reihe umfaßt die ganze Ebene. 

Nun entsteht aber die Frage, ob mit den beiden hier durch Bei- 
spiele aufgewiesenen Typen alle Typen bedingt konvergenter komplexer 
Reihen erschöpft sind. Dies ist in der Tat der Fall, d. h. der Summen- 
bereich einer bedingt konvergenten komplexen Reihe ist entweder eine Gerade 
oder die ganze Ebene. Bei Ausdehnung der Untersuchung auf komplexe 
Zahlen mit n Einheiten, die man in üblicher Weise als Punkte eines n- 
dimensionalen Raumes deutet, ergibt sich das analoge Resultat: Der Summen- 
bereich einer bedingt konvergenten Reihe ist stets eine lineare Mannigfaltigkeit. 

Zu diesem Ergebnis bin ich vor sieben Jahren gelangt und habe 
es damals Herrn E. Landau mitgeteilt, der mich bald darauf auf eine 
damals gerade erschienene Arbeit von P. Levy*) hinwies, in welcher derselbe 
Gegenstand behandelt ist. Nach einem flüchtigen Blick in diese Arbeit, welche 
einen dem meinigen verwandten, aber einfacheren Gedankengang verfolgt, 
glaubte ich von einer Publikation absehen zu sollen. In enger Beziehung zu 
meiner Behandlung des Reihenproblems steht aber mein Aufsatz: ‚Über die- 
jenigen konvexen Polyeder mit n Grenzflächen, welche nicht durch n — 4 ebene 
Schnitte aus einem Tetraeder abgeleitet werden können**),‘“ den ich ein Jahr 
darauf publizierte. Die Theorie der konvexen Punktmengen hat sich in neuerer 
Zeit überhaupt mehr und mehr als ein wichtiges Hilfsmittel für Unter- 
suchungen in den verschiedensten Gebieten der Mathematik bewährt. Es 
erschien mir daher angebracht, ihre Grundlagen im Zusammenhange darzu- 


— nn mn 





*) Sur les series semi-convergentes, Nouv. ann. d. Math. 64, 4. Ser. 5 (1905). 
**) Arch. d. Math. und Phys., III. Reihe, XIV, p. 1 (1907). 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 17 
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stellen*). Dies soll hier geschehen. Wenn ich in Verbindung damit nun 
doch das Reihenproblem behandle, so geht die Anregung hierzu auf Herrn 
Landau zurück, der in neueren Lehrbüchern der Analysis bezüglich der 
komplexen Reihen geradezu falsche Angaben fand, sich auch bei der 
Durchsicht der Levyschen Arbeit von ihrer Richtigkeit nicht überzeugen 
konnte. Das hat mich veranlaßt, diese Arbeit nochmals aufs genaueste 
durchzustudieren. Sie ist sehr knapp, ja sprunghaft gehalten und im 
Ausdruck oft unklar. Wer die Lösung nicht bereits kennt, wird stellen- 
weise kaum erraten können, was gemeint ist. Kennt man die Lösung, so 
überzeugt man sich leicht, daß die Gesichtspunkte, in deren Auffindung 
die hauptsächlichen Schwierigkeiten der Aufgabe liegen, soweit sie sich auf die 
gewöhnlichen komplexen Zahlen bezieht, wirklich gefunden sind. Daß die 
Ausführungen im einzelnen richtig sind, wenn sie auch zur vollständigen 
Erledigung der Aufgabe nicht ausreichen, das zu konstatieren, ist aber auch 
dann noch recht mühsam. So sehr es zu mißbilligen ist, wenn Publikationen 
in so mangelhafter Form erfolgen, daß zu ihrem Verständnis noch ausführliche 
Kommentare notwendig sind, es muß zugegeben werden, daß Herr Zevy den 
angegebenen Satz für Reihen mit gewöhnlichen komplexen Zahlen in der 
zitierten Arbeit zum großen Teil bewiesen hat. Anders steht es mit dem 
Satze für die allgemeinen komplexen Zahlen, da hier nur Resultate ange- 
geben werden. Damit soll nicht gesagt sein, daß Herr Levy nicht auch für 
den allgemeinen Fall einen Beweis gefunden hat, noch weniger, daß er 
ihn nicht habe finden können. Aber man kann nicht sagen, daß dieser 
Beweis in seiner Arbeit enthalten ist, da hierzu ergänzende Untersuchungen 
im n-dimensionalen Raume notwendig werden, die nur im Falle n=2 noch 
trivial sind. Um dies im einzelnen darzulegen, habe ich im Abschnitt V 
der vorliegenden Arbeit den allgemeinen Beweis im wesentlichen in der Form 


*) In neuerer Zeit hat ©. Caratheodory in der Arbeit „Über den Variabilitätsbereich 
der Fourierschen Konstanten von positiven harmonischen Funktionen“, Rend. del Circ. mat. 
di Palermo XXXIH (1911) eine kurze und übersichtliche Darstellung der grundlegenden 
Sätze über konvexe Punktmengen gegeben, so weit er ihrer für seine Zwecke bedarf. 
Ich möchte schon hier darauf hinweisen, daß ich den Begriff konvex etwas anders 
fasse als Minkowsk und Caratheodory, indem ich ihn nicht auf abgeschlossene und 
ganz im Endlichen liegende Punktmengen beschränke. Dies ist für die Behandlung 
des Reihenproblems wesentlich. 
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gegeben, wie ich ihn ursprünglich fand, und dabei genau ausgeführt, 
welche für den Beweis wesentlichen Punkte sich auch bei Herrn Levy finden 
und welche bei ihm fehlen. In Abschnitt IV ist ein auf ganz anderer 
Grundlage ruhender Beweis mitgeteilt, den ich erst vor einigen Jahren 
fand. Er hat den Vorzug, das Problem direkter anzugreifen, ist bei be- 
liebigem n auch kürzer. Hier wird auch eine einfache geometrische Deu- 
tung für den Punkt, der die Summe einer unbedingt konvergenten Reihe, 
und allgemeiner für die lineare Mannigfaltigkeit, die den Summenbereich 
einer bedingt konvergenten Reihe darstellt, gegeben. Die Grundlagen der 
n-dimensionalen Geometrie, welche hier überall gebraucht werden, hätten 
als bekannt vorausgesetzt werden können. Ich habe es aber vorgezogen, 
sie nochmals abzuleiten. Dabei kommt natürlich alles auf die Form der 
Darstellung an. Ich glaube, daß die hier gewählte ihre Vorzüge besitzt 
und darum nicht überflüssig erscheinen wird. 


I. Lineare Mannigfaltigkeiten. 


$1. Wir betrachten nebeneinander zwei Zahlsysteme: 

1) den Körper R der reellen Zahlen, 

2) ein aus R abgeleitetes System P,„=P von komplexen Zahlen 
mit n Einheiten &,&,...,, d. h. ein System, für welches folgende Fest- 
setzungen gelten: 

Jedes Element aus P ist ein Ausdruck von der Form 

y-rasatraar tn 
WO C1,Cg,...%, beliebige reelle Zahlen sind. Sind 
e = +. +08, P=bustr++b,& 
irgend zwei komplexe Zahlen, so soll nurdann «= sein, wenn 
a, =b,,...a„=b, ist. Es ist ferner 
a+P=-(,+b)at tat) ee P=la—b)s tt —d,)En 
und, wenn c eine beliebige reelle Zahl bedeutet, 
ca=(ca)& + +-++(ca,):, 
zu setzen. 
In der Folge bezeichnen wir stets mit kleinen lateinischen Buch- 


staben reelle, mit kleinen griechischen Buchstaben komplexe Zahlen; große 

lateinische und griechische Buchstaben bezeichnen Systeme reeller bzw. 

komplexer Zahlen. Die beiden Zahlenarten werden als vollkommen ver- 
17* 
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schieden betrachtet; es soll also nicht R als Teilsystem von P angesehen 
werden. Doch bezeichnen wir mit 0 sowohl die reelle Zahl als auch die 
komplexe Zahl c,&++--+ c„&,, deren sämtliche Koeffizienten c gleich 0 
sind. Da wir die komplexen Zahlen’auch als Punkte eines n-dimensionalen 
Raumes deuten, nennen wir die Koeffizienten c einer komplexen Zahl y 
auch Koordinaten von y. p komplexe Zahlen y,,...7, heißen linear ab- 
hängig, wenn eine lineare Relation c,y,++--+c,y,=0 existiert, in der 
nicht alle Koeffizienten c verschwinden; andernfalls heißen sie linear un- 
abhängig. Besteht zwischen den komplexen Zahlen y,y,,...,7, eine Be- 
ziehung von der Form y=c,Yı + "+ 6,7,, So heißt y komponierbar aus 
ERSTE 

$2. Moduln. — Ein System M von komplexen Zahlen heiße ein 
Modul, wenn es den beiden Forderungen genügt: 

a) Ist « ein Element aus M, c eine beliebige reelle Zahl, so gehört 
allemal auch ca zu M. 

b) Sind «,ß Elemente aus M, so gehört auch «+ zuM. 

Aus dieser Definition erhellt sofort: 

Jeder Modul enthält das Element 0, und dieses bildet für sich einen 
Modul. 

Hat man ein System von endlich- oder unendlichvielen Moduln, so 
stellt die Gesamtheit der komplexen Zahlen, die allen diesen Moduln gemeinsam 
sind, wieder einen Modul dar. — Dieser soll als Durchschnitt der gegebenen 
Moduln bezeichnet werden. 

Ist A ein beliebiges System komplexer Zahlen und A der Durch- 
schnitt aller Moduln, welche A enthalten (und es gibt wenigstens einen 
solchen Modul, nämlich das System P aller komplexen Zahlen), so ist A 
ebenfalls ein A enthaltender Modul und kann demnach als der kleinste A 
enthaltende Modul bezeichnet werden. Es gibt also zu jedem System A 
von komplexen Zahlen einen kleinsten A enthaltenden Modul — er sei mit 
Md.A bezeichnet — welcher in allen A enthaltenden Moduln enthalten ist. 
Das System A wird auch eine Basis von Md.A genannt. 

Ist A ein endliches System, bestehend aus den Zahlen 

&,...@ 


p? 


so besteht Md.A aus allen aus a,,...a, komponierbaren Zahlen. Denn 


aus der Moduldefinition folgt sofort, daß jeder A enthaltende Modul auch 
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alle aus A komponierbaren Zahlen enthalten muß, und daß die Gesamtheit 
dieser Zahlen selbst einen Modul darstellt. 

Bleiben wir dabei, daß A aus den Zahlen «,,...«, besteht, und 
nehmen wir an, daß in M=Md.A r linear unabhängige Zahlen /,.... ß, 
vorkommen. Sei k>0 die Anzahl derjenigen unter den Zahlen ?, welche 
auch in A enthalten sind. Ist dann k<{r, so sei etwa /, nicht in A 
enthalten. Stellen wir jetzt ?, in der Form 

(1.) Pr, = +++ C„%, 
dar, und lassen wir auf der rechten Seite alle Glieder, die den Koef- 
fizienten 0 haben, fort, so muß wenigstens ein «, zurückbleiben, welches 
von /},...ß, verschieden ist, da sonst zwischen den ß eine lineare Re- 
lation bestände.e Dann aber können wir die Gleichung (1.) nach «, auf- 
lösen, und es folgt, wenn A’ das System bezeichnet, welches aus A dadurch 
hervorgeht, daß «, durch /, ersetzt wird, Md.A=Md.A=M. A’ ist 
eine Basis von M, welche wieder p Zahlen, und zwar k+1 von den 
Zahlen ß,,...ß, enthält. Ist k+1<<r, so können wir dieselbe Schluß- 
weise wiederholen. Somit ergibt sich schließlich: 

Besitzt der Modul M eine Basis von p Zahlen, und enthält er r 
linear unabhängige Zahlen Pı....,, so besizt er auch eine Basis von p 
Zahlen, unter denen die Zahlen P,,... P, sämtlich vorkommen. 

Hieraus folgt weiter: 

In einem Modul, der eine Basis von p Zahlen besitzt, können nicht 
mehr als p linear unabhängige Zahlen vorkommen, und — da das System P 
aller komplexen Zahlen die Basis &,,...., hat — 

Es gibt nicht mehr als n linear unabhängige komplexe Zahlen. 

Die Höchstzahl linear unabhängiger Elemente, die man einem Modul 
entnehmen kann, wird als Rang oder Dimension des Moduls bezeichnet. 
Hiernach hat P die Dimension n, während die Zahl O0 den einzigen Modul 
von der Dimension 0 darstellt. 

Ist M ein Modul von der Dimension r >0, so kann nach dem 
Vorangehenden eine Basis von M nicht weniger als r Elemente enthalten. 
Soll ein System A von r Zahlen eine Basis von M sein, so dürfen diese 
nicht linear abhängig sein; denn sonst könnte man eine von ihnen aus 
den andern komponieren und daher die Basis A durch Fortlassen dieser 
Zahl reduzieren. Besteht aber A aus r linear unabhängigen Zahlen 
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yy...@,, und ist « ein beliebiges Element aus M, so besteht, da r die 
Dimension von M ist, eine Relation zwischen @, «,,...«, in welcher der 
Koeffizient von « nicht verschwinden kann. « ist also aus «,,...0, 
komponierbar, mithin Md.A=M. Somit ergibt sich: 

Ist M ein Modul von der Dimension r 0, so bilden r Zahlen 
&,...@, aus M dann und nur dann eine Basis von M, wenn sie linear 
unabhängig sind. Wir können, wie sofort zu sehen, hinzusetzen, daß ım 
letzteren Falle jede Zahl aus M nur auf eine Weise in der Form c,a, + -+c,a, 
darstellbar ıst. 

Weiter folgt: Wenn von zwei Moduln M und N von gleicher Dimen- 
sion r der eine M den andern N enthält, so sind sie identisch. Denn eine Basis 
aus r Elementen von N ist nach dem vorhergehenden Satze zugleich eine 
Basis von M. — Das System P aller komplexen Zahlen ist daher der einzige 
Modul von der Dimension n. — | 

Sind A,B zwei beliebige Moduln, ist A ihr Durchschnitt, FT der 
kleinste (der Durchschnitt) aller A und B enthaltenden Moduln, so besteht 
zwischen den Dimensionen a,b,c,d von A,B,T,A die Beziehung 
a+b=c+d. Denn wenn d,,...d, eine Basis von A bilden, so kann 
man durch Hinzunahme von a—d Zahlen «o,,...«,_, aus A, bzw. von 
b—d Zahlen /,,... %,_. aus B eine Basis von A bzw. B erhalten. ‚Dann 
stellen die a@+b—d Zahlen d,,...0,,&1,... a Pis»-- Po, Wie man 
leieht sieht, eine irreduzible Basis von F dar. 

$3. Lineare Transformationen. 

Definition. Snde=a,,+ + +a,:,,ß=b,&+++b,e, irgend zwei 
komplexe Zahlen, so bezeichnen wir mit «/ die reelle Zahl a,b, + ---+a,b, 
(Graßmanns inneres Produkt). 

Es gelten die Identitäten 
(2.) ed=Pa, c(aß)=(ce)P, c(a+P)=ca+cP, (e+P)y=ay-+Py, 

(3.) = (ad) tt lin) 

Definition. Die komplexe Veränderliche 7 = y($&) heiße eine lineare 
(homogene) Funktion der Veränderlichen $, wenn „(5) für jedes & eindeutig 
definiert ist und die Gleichungen 

y(e)=cy(!), Yylırs)=ylä)+Yple) 
bei beliebigen c, &, &,, & bestehen. 
Es seien «&,,...o„ n feste linear unabhängige komplexe Zahlen, 
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so daß der Ausdruck c,a, + --+ c,a, jeden komplexen Wert einmal an- 
nimmt, wenn die Koordinaten c die reellen Zahlen durchlaufen. Setzt 
man dann, unter f,, ... ß„ beliebige feste komplexe Zahlen verstehend, 
gs = t +0, 
O)=-aht + Be 

so folgt aus der Definition der linearen Funktionen unmittelbar, daß %($) 
eine lineare Funktion von 5 ist, und zwar die einzige, welche an den Stellen 
Os... die Werte A,,...?, annimmt. Man kann also eine lineare 
Funktion Y($) bestimmen, indem man ihre Werte an n linear unabhängigen 
Stellen vorschreibt. Damit y(5) jedes komplexen Wertes fähig ist — oder 
auch, damit p($) nur für $= 0 verschwindet —, ist notwendig und hin- 
reichend, daß die Zahlen /,,... ?„ linear unabhängig sind. In diesem 
Falle wird auch umgekehrt &£ eine (eindeutige) lineare Funktion von (S$). 
Man spricht dann von einer linearen (homogenen) Transformation p, durch 
welche jedem & ein n= (5) eindeutig umkehrbar zugeordnet wird. 

Ebenfalls als unmittelbare Folgerung aus der Definition der linearen 
Funktion „y($) ergibt sich: Die Summe von linearen Funktionen ist eine 
lineare Funktion. Ist p($) eine lineare Funktion von &, so auch c-Y($). 
Eine lineare Funktion von einer linearen Funktion von & ist eine lineare 
Funktion von $. — (a$)-ß, wo «, beliebige Konstanten sind, stellt eine lineare 
Funktion von & dar. Durchläuft & einen r-dimensionalen Modul mit der 
Basis «&,,...a,, so durchläuft p(5) alle Zahlen des Moduls mit der Basis 
p(a,),...Y(e,), also eines Moduls, dessen Dimension —r est. Im Falle 
eıner linearen Transformation müssen beide Moduln von gleicher Dimension sein. 

Es sei jetzt M ein beliebiger Modul, und es mögen die Zahlen 
„ eine Basis von M bilden. Dann konstituieren die Zahlen 5, 
welche den r Gleichungen 


0; ...& 


u5=0,..0,5=0 
genügen, einen zweiten Modul N, und wenn « eine beliebige Zahl aus M 
ist, so wird auch die Gleichung «@&= 0 durch jede Zahl aus N befriedigt. 
Hieraus folgt, daß der Modul N durch den Modul M eindeutig be- 
stimmt ist. Wir nennen N den zu M komplementären Modul. Besteht M 
nur aus der Zahl 0, so umfaßt N alle komplexen Zahlen; umfaßt M alle 
komplexen Zahlen, so besteht N, wie aus der Identität (3.) hervorgeht, 
nur aus der Zahl 0. Nehmen wir an, daß M die Dimension r habe, daß 
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0<r<n sei, und daß die Zahlen «a,,...«a, eine Basis von M bilden, 
und wählen wir noch n—r Zahlen «,,,....«, so, daß die Zahlen «,,...«, 
linear unabhängig sind. Dann ist jede komplexe Zahl y aus a,,...«, 
komponierbar, und da im Falle $+0 yS& nicht für jedes y gleich 0 wird, 
so muß ın diesem Falle auch wenigstens eine der Zahlen a,&,...«,$ von 
0 verschieden sein. Setzt man also 
n= pl) Ss) tr HlnS) 
so ist n eine lineare Funktion von 8, die nur für $= 0 verschwindet, 
somit jeden Wert genau einmal annımmt. Da nun die Gleichungen 
a$=0,...0,5=0 
für die Zahlen £ aus N und nur für diese bestehen, so beschreibt n, wenn 
& den Modul N durchläuft, den (n—r)-dimensionalen Modul mit der Basis 
&,213..&n. Daher ist auch N von der Dimension n—r. Der zu N 
komplementäre Modul M’ muß hiernach von der Dimension n—(n—r)=r, 
und, da er offenbar alle Elemente des r-dimensionalen Moduls M enthält, 
mit M identisch sein. Die sämtlichen Moduln gruppieren sich also zu Paaren 
komplementärer Moduln. Von den beiden Moduin eines solchen Paares besteht 
jeder aus den Zahlen, die mit jeder Zahl des anderen Moduls multipliziert 0 
ergeben. Die Summe der Dimensionen zweier komplementärer Moduln ist n. 
$4. Lineare Mannigfaltigkeiten. 

Definition: Es sei d eine komplexe Zahl, A ein System komplexer 
Zahlen. Dann bezeichnen wir mit A+d bzw. A—0 das System aller 
Zahlen «+ 0d bzw. @&—0(, wo « jede Zahl aus A bedeutet. Die Systeme 
A und A+.d (oder A— 0) heißen parallel. — Es ist hiernach klar, daß 
zwei Systeme, die zu einem dritten parallel sind, auch zueinander parallel 
sein müssen. 

Definition. Ist M ein Modul, so heißen zwei Zahlen &, # modulo 
M kongruent — in Zeichen 

«= mod. M 
— , wenn die Differenz %—« dem Modul M angehört. 

Es ergeben sich aus der Moduldefinition sofort die Sätze: Aus 
@a= fß mod. M folgg f=« mod. M und ca=cf mod. M für beliebiges c. 
Aus «=f mod. M, y=d mod.M folgt a+y=fP+d mod. M. Jede 
Zahl ist sich selbst kongruent, und zwei Zahlen, die einer dritten mod. M 
kongruent sind, sind auch einander mod. M kongruent. 
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Hieraus ergibt sich die Möglichkeit, die komplexen Zahlen mod. M 
zu Restklassen, d. h. zu Systemen kongruenter Zahlen zusammenzufassen. 
‘Eine solche Klasse ist, wenn M gegeben ist, durch irgendeines ihrer 
Elemente bestimmt; sie fällt mit M zusammen, wenn sie die Zahl O0 ent- 
hält, und wird durch M-+« dargestellt, wenn sie die Zahl « enthält. 

Definition: Unter einer linearen Mannigfaltigkeit ist ein System 
komplexer Zahlen zu verstehen, das einem Modul M parallel ist, oder — 
was nach dem Vorangehenden auf dasselbe hinauskommt — ein System 
komplexer Zahlen, die eine Restklasse eines Moduls M konstituieren. 

Indem wir für „komplexe Zahl‘ auch ‚Punkt‘ sagen, können wir 
die letzten Sätze in geometrischer Form auch so aussprechen: 

Zwei parallele lineare Mannigfaltigkeiten fallen zusammen, wenn sie 
einen Punkt gemein haben. Durch einen gegebenen Punkt läßt sich zu 
einer gegebenen linearen Mannigfaltigkeit genau eine parallele legen. Unter 
den zu einer linearen Mannigfaltigkeit parallelen Mannigfaltigkeiten befindet 
sich ein Modul, nämlich die durch den Punkt 0 gehende Mannigfaltigkeit *). 

Unter der Dimension einer linearen Mannigfaltigkeit ıst die Dimen- 
sion des zugehörigen parallelen Moduls zu verstehen. Hiernach gibt es 
lineare Mannigfaltigkeiten von 0,1,2,... n Dimensionen. Die O-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten sind die einzelnen Punkte, während die Gesamtheit P 
aller Punkte die einzige n-dimensionale Mannigfaltigkeit darstellt. Als 
Geraden und Ebenen bezeichnen wir im folgenden die 1- und (n — 1)-dimen- 
sionalen linearen Mannigfaltigkeiten. 

Wenn ein System von endlich- oder unendlichvielen linearen Mannig- 
faltigkeiten A wenigstens einen gemeinsamen Punkt «a, hat, so ist der Durch- 
schnitt dieser Mannigfaltigkeiten wieder eine lineare Mannigfaltigkeit. Denn 
wenn man jede Mannigfaltigkeit A des Systems durch den parallelen 
Modul A— o, ersetzt, so haben die so erhaltenen Moduln als Durchschnitt 
einen Modul M, und M-+c«, ist alsdann der Durchschnitt des Systems 
linearer Mannigfaltigkeiten. — Bezeichnen wir, unter A eine beliebige 
Punktmenge (= Menge komplexer Zahlen) verstehend, mit Zn.A den 
Durchschnitt aller A enthaltenden linearen Mannigfaltigkeiten, also die 





*), Wir verwenden die Bezeichnung parallel nur bei Mannigfaltigkeiten gleicher 
Dimensionenzahl. 
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kleinste unter diesen Mannigfaltigkeiten, so gilt offenbar die Identität 
In. (A— o,) = Ln. A—o, oder 

Ln. A= In. (A—o@,) + %.- 
Ist «, Element von A, so wird Zn. (A—«,) ein Modul und A— a, — odeı 
auch das System, welches zurückbleibt, wenn wir aus A—o, die 0 fort- 
lassen — eine Basis dieses Moduls. Besteht daher A aus den Punkten 
so umfaßt Zn. (A— «&) = Md.(A— o,) alle Punkte 

(, — &) + +c0,(0,— a) 
mit beliebigen Koeffizienten c, Zn. A alle Punkte 
“+4 —-%)+ +, — o)=n nt. tt, 

wo % für 1—-a,—:..—c, gesetzt ist. Zn.A hat wie In. (A— «,) = 
Md. (A— «,) höchstens die Dimension r. Die kleinste lineare Mannigfaltigkeit 
N, welche r + 1 gegebene Punkte o,, «&,,... a, enthält (oder ‚verbindet‘‘), be- 
steht also aus allen Punkten 

oG& + 6, &ı + + 0,0,, 
wo die Koeffizienten c nur an die Bedingung 

ot. +..- t+ec=]1 

gebunden sind, und ist höchstens von der Dimension r. — Andererseits läßt 
sich jede r-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit A als kleinste r+1 Punkte 
Gigs &ys... a, verbindende lineare Mannigfaltigkeit darstellen. Es ist dazu, 
nachdem «, in A willkürlich angenommen ist, notwendig und hinreichend, 
&,...0, So zu wählen, daß die Differenzen ©, — %,...%,— a, dem 


720 &;  - 


> 


Modul A— «, angehören und linear unabhängig sind, also eine Basis dieses 
Moduls bilden. Ist dies der Fall, so wird durch +4, —a)-+ 
+ c,(@,— a,) jeder Punkt von A einmal dargestellt. Nun spricht sich die 
Bedingung der Unabhängigkeit von &, — &,...@,— «, darin aus, daß die 
Gleichung a, (@&, — %)+ + a,(a,— ,)=0 nur für =, = :+-=a,=0 
besteht. Setzt man also 1—c, — +" —c,=%,— 4 — +" —4,=, 80 daß 


ra —-H)t+ ++, n)=nntcMt + l,0,, 

a —-o)+ +0, —-o)= nt Mt +a,m, 

wird, so ergibt sich: r +1 Punkte &,, &,,... a, einer r-dimensionalen linearen 
Mannigfaltigkeit A bestimmen diese Mannigfaltigkeit dann und nur dann, 
wenn keine Relation a,& + "+ a,a,=0 besteht, in welcher die Summe der 
Koeffizienten a gleich O ıst, ohne daß diese Koeffizienten sämtlich verschwinden. 


N EN. SON 
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In diesem Falle wird jeder Punkt von A genau einmal in der Form 
60% ++ c,a, dargestellt, wenn man die Koeffizienten c der Bedingung 
G+ *':+c,=1 unterwirft. 

Ist die Dimension r einer linearen Mannigfaltigkeit A kleiner als n, «, 
ein Punkt von A,M der zu A parallele Modul, N der zu M komplementäre 
Modul (dessen Dimension gleich n— r ist), f,,... ß„_, eine Basis von N, so 
besteht A aus allen Punkten &, für welche $—«, zu M gehört, M aus 
allen Punkten $— «,, für welche 

Pi(5 — o,) = 0 (=1,...nr) 
wird. Setzen wir also A,&,=c; (i=1,...n—r), so sehen wir, daß sich 
die Punkte einer r-dimensionalen Mannigfaltigkeit (r <n) als die simultanen 
Lösungen von n— r Gleichungen 

P$= C; i=1,...n—r) 
ergeben, wo f},... P„_, linear unabhängig sind. Geometrisch gesprochen: 
die r-dimensionale Mannigfaltigkeit stellt sich als Durchschnitt von n —r 
Ebenen dar. Geht man umgekehrt von n— r Gleichungen 

(4.) B,E=e, G=1,...n-r) 
aus, WO /},... f„_, linear unabhängig sind, also die Basis eines (n — r)- 
dimensionalen Moduls N darstellen, und wählt man, falls r >0 ist, r 
Zahlen P,_,.:ı;--.„ so, daß auch die n Zahlen /,,...?, linear unab- 
hängig sind, so durchläuft 

YE)=-(AHat+ tl 
mit £ alle komplexen Zahlen. Dies zeigt, daß die Gleichungen (4.) lösbar 
sind. Ist nun $=«, eine Lösung, so kann man den Gleichungen wieder 


die Form 
PilE— %) = 0 bel... 

geben und sieht hieraus, daß die Gesamtheit ihrer Lösungen die r-dimen- 
sionale lineare Mannigfaltigkeit M+ «, erfüllt, wo M den zu N komple- 
mentären Modul bezeichnet. Hält man die /,; fest, während man die ce; 
variiert, so bleibt M fest, während für «, jeder vorgeschriebene Wert ein- 
treten kann (indem man c,=/f,«, nimmt), und man erhält also alle zu M 
parallelen Mannigfaltigkeiten und nur diese. 

Es sei noch der folgende aus früheren Sätzen sich fast unmittelbar 
ergebende Satz erwähnt, der sich auch als Definition linearer Mannigfaltig- 
keiten eignet. Eine Punktmenge N ist eine lineare Mannigfaltigkeit, wenn 

18* 
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sie die Forderung erfüllt: Sind « und ß wrgend zwei (gleiche oder verschie- 
dene) Punkte aus A,a,b zwei reelle Zahlen, deren Summe 1 ist, so ist auch 
stets aa +bP in N enthalten. 

$5. Einführung metrischer Begriffe. — Bei der Ableitung 
aller bisherigen Sätze ist die eine Voraussetzung, die wir in $ 1 machten, 
daß nämlich R der Körper der reellen Zahlen sei, überflüssig. Man über- 
zeugt sich leicht, daß alles Bisherige unverändert bestehen bleibt, wenn 
das zugrunde gelegte System R, dessen Elemente weiterhin mit kleinen 
lateinischen Buchstaben bezeichnet wurden, ein Körper ist in dem allge- 
meinen Sinne, wie dieser Begriff in neueren Arbeiten gebraucht wird*). 
Erst im folgenden werden spezielle Eigenschaften des Körpers der reellen 
Zahlen benutzt. 

Ist & eine beliebige Zahl, so ist «&«, wofür wir auch «a? schreiben, 
>0 und nuf dann =0, wenn &=0 ist. Der absolute Wert von Yo? 
heißt absoluter Wert von « und wird mit «| bezeichnet. Der absolute 
Wert einer Differenz «—|= ß—o| heißt Abstand oder Entfernung der 
Punkte @,ß. — Es ist ca|=|c\.|ja. 


Ist «+0, so ist ge eine Zahl vom absoluten Werte 1. Von diesen 


| 


Zahlen sagen wir, daß sie Richtungen repräsentieren. Die durch eine Zahl « 
vom absoluten Werte 1 repräsentierte Richtung wird Richtung « genannt. 
Die Richtungen « und —« heißen entgegengesetzt. Sind « und ? zwei ver- 


schiedene Punkte, so heißt die Richtung ver Richtung von @ nach P; sie 


ist der Richtung von f nach « entgegengesetzt. Ist A eine r-dimensionale 
Mannigfaltigkeit, r >0, so heißen die Richtungen zwischen den Punkten 
von A die Richtungen von A. Ist M der zu A parallele Modul, so werden 
die Richtungen von A durch die in M enthaltenen Zahlen vom absoluten 
Werte 1 repräsentiert. Hieraus folgt sofort, daß sich parallele lineare 
Mannigfaltigkeiten als solche mit demselben Richtungssystem charakteri- 
sieren lassen, und daß in einer Geraden nur zwei entgegengesetzte Rich- 
tungen vorkommen. 


Die durch den Punkt « gehende Gerade mit den Richtungen d, — d 


*, S. insbesondere H. Weber, Math. Ann. 43, S. 521; E. Steinitz, dieses Journal 
137, S. 167. 
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besteht aus allen Punkten @+cd. Ein von « verschiedener Punkt der 
Geraden liegt von @ aus in der Richtung d oder — d‘, je nachdem c positiv 
oder negativ ist. Der Punkt « gibt so Anlaß die Gerade in zwei Punkt- 
mengen einzuteilen, die Halbgeraden oder Strahlen genannt werden sollen. 
Den Punkt « rechnen wir jedem dieser Gegenstrahlen zu und bezeichnen 
ihn als ihren Ursprung. Ein Strahl ist durch seinen Ursprung und seine 
Richtung bestimmt. — Wenn in einer Punktiolge «,,os,...«, die Richtung 
von jedem Punkte «, zum nächsten «,., die nämliche Ö ist, so ist, wie 
sich sofort ergibt, d auch die Richtung von «, nach «,. Unter drei ver- 
schiedenen Punkten &, ß,y einer Geraden ist deshalb stets einer dadurch 
ausgezeichnet, daß er zwischen den beiden andern, d.h. so liegt, daß die 
Richtungen von ihm nach den beiden andern Punkten entgegengesetzt sind. 
Man hat, wenn wieder d,—d die Richtungen der Geraden sind, zwei 
Gleichungen 


aus denen 


folgt. Setzen wir in = da, ee =b, oisty=ade+b’P,unda+b=1. 


y liegt zwischen « und /, wenn a und b verschiedenes Vorzeichen haben, 
wenn also a’>0,b’>0 ist. — Zu den zwischen «© und / gelegenen 
Punkten wollen wir auch immer « und / selbst rechnen und, wenn @ = ß 
ist, den Punkt «= f als zwischen « und / gelegen ansehen. Dann gilt 
allgemein: Zwischen « und f gelegen sınd die Punkte y von der Form 
y=da+bP, wa +b=1,«>0,b’>0 ist. 
Aus der Identität («+ P)’= «+ P?+2uaß folgt, falls «© und 
Richtungen sind 
(«+ PP =2(1t0eP); 


und da («+ P)’>0 und nur dann = 0 ist, wenn @ + P= 0 ist, so ergibt 
sich: Für zwei Richtungen a«, P ist aß <1; die Gleichungen aß=1,0P= —1 
finden nur im Falle a=ß bzw. a=—P statt. Der >0 und <n ge- 
nommene Wert von arccos«aß heißt der Winkel zwischen den Richtungen 


a und 8 (X(ca,ß)). Es ist also 
n aß 1(aß? 1 3(aß) 
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Sind «,ß beliebig aber +0, so sind — ” Richtungen; mithin 


la’ 18 
ist a 5 <1, also 
eB<\a.P, 
wobei das Gleichheitszeichen nur im Falle Ai Een gilt. Ist eine der Zahlen 


a,ß gleich 0, so wird aß= a. ß|=0. Die Ungleichung «ad <Ie|-|ß' 
(ebenso |@3 <\e -|P|) gilt also ohne Einschränkung. Daraus folgt weiter 
«+ ß|=Vla+ß®=Vet + @+2aß< Va®+ BF+2]e]]B = jel+ |ß], 
e+Bslelt Pl, 
wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn eine der Zahlen «, 3 gleich 0 








ist, oder wenn die Richtungen m und ? gleich sind. — Für drei Punkte 


Bl 
@, ß,y gilt daher 
aß + P-7>le—y; 
und hier gilt das Gleichheitszeichen nur wenn 5 zwischen « und y liegt. 
Im Dreieck ist daher die Summe zweier Seiten größer als die dritte. 
Ein System von Richtungen heiße orthogonal, wenn es entweder 
aus einer einzigen Richtung besteht, oder wenn je zwei Richtungen 


des Systems den Winkel 3 einschließen. — Bilden «,,...«a, ein System 


orthogonaler Richtungen, so folgt aus  =1,«,«,=0 (i+k), für beliebige 
Koeffizienten c die Gleichung 
(at +,a’=at+t +6; 
welche zeigt, daß die Elemente eines Systems orthogonaler Richtungen 
linear unabhängig sind. — Die Einheiten &,,.... e, stellen ein System ortho- 
gonaler Richtungen dar. 
Es sei M ein r-dimensionaler Modul, r>>0. Ist dann «+0 eine 


Zahl aus M, so gehört auch die Richtung — fe] dem Modul M an. Ein 


orthogonales in M enthaltenes System von ans kann nicht mehr 
als r Elemente enthalten, da es in M nicht mehr als r linear unabhängige 
Zahlen gibt. Hat man andererseits k orthogonale Richtungen «a,,... o, 
in M, und ist k<{r, so kann man in M eine nicht aus a,,...«, kom- 
ponierbare Zahl 9 angeben. Sind dann c,,...c, zunächst beliebig gewählt, 
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und wird = ß—(c, +++ c,0,) gesetzt, so ist A’ +0 und a,.,= j 
eine in M enthaltene Richtung. Nun wird aber 
Ba; u—&° 
4’ = r2 —e Pla (d=1,...%) 
Wählt man also = ße, (i=1,...k), so wird &,,,,=0, und es ist 


&ı,...%4,%,, ein in M enthaltenes System orthogonaler Richtungen. 
Hieraus folgt, daß man in einem r-dimensiomalen Modul M r orthogomale 
Richtungen finden kann, und genauer, daß, wenn man schon ein System 
von k solchen Richtungen hat, man dasselbe zu einem solchen von r Rich- 
tungen innerhalb M vervollständigen kann. Dieses System «,,... eo, stellt 
dann eine Basis von M dar. Da der Modul aller Zahlen n-dimensional 
ist, so kann man im Falle r<{n noch n— r (nicht in M vorkommende) 
Richtungen «,.,,...«, so hinzufügen, daß das System «,,...c, ortho- 
gonal ist. «&,,,,... @, bilden dann die Basis eines (n — r)-dimensionalen 
Moduls N und aus ,@,=0(t+k) folgt, daß die Moduln M und N zu- 
einander komplementär sind, daß also jede Richtung aus M zu jeder Rich- 
tung aus N orthogonal ist. Es umfaßt aber auch jeder der Moduln M, N 
alle Richtungen, die zu jeder Richtung des andern orthogonal sind. — 
Jede komplexe Zahl y läßt sich auf genau eine Weise in der Form 
yzatıt ++ =. 440,8) 4t (4% + tn); 

also auf genau eine Weise in der Form y= u-+rv so darstellen, daß u zu 
M, v zu N gehört. 

Es sei jetzt A eine zu M, A* eine zu N parallele Mannigfaltigkeit, 


also etwa 
A=M+e, A*=N+P. 


Stellt man dann « und 9 in der Form 

a=m+r, P=w+trP 
so dar, daß u,, 4, zu M,v,,v, zu N gehören, und setzt man 

at Vı=Y. 

so st M+ u =M=M+ u, N+%,=N-=N-+r,, daher 

A=M+y, AM=N+y 
und mithin 7 gemeinsamer Punkt von A und A*. Ist ferner A irgendein 
Punkt aus A, A* irgendein Punkt aus A*, so gehört A—y dem Modul 
M, 4*—y dem komplementären Modul N an, und es wird das Quadrat 
des Abstandes der Punkte A, 4* 
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Im Falle A=4* muß also A=4*=y sein, d.h. y ist der einzige gemein- 
same Punkt von A und A*. Ferner zeigt unsere Gleichung, wenn man /* 
festhält und A innerhalb A variieren läßt, daß 7 dem Punkte 4* näher ist 
als jeder andere Punkt von A. Ist A* von y verschieden, so ist die Ver- 
bindungsgerade von 4* und y zugleich die einzige Gerade durch 4*, welche 
A schneidet und zu A (d. h. zu allen Richtungen von A) senkrecht ist. 
Denn wenn & der Schnittpunkt einer solchen Geraden mit A ist, so muß 
&—4* zu N, also & zuN+4*=N* gehören, woraus &=y folgt. Somit 
ist gezeigt: Ist A eine lineare Mannigfaltigkeit (ihre Dimension r >0 und 
<n), so geht durch jeden Punkt A* außerhalb A genau eine N schneidende 
und zu N senkrechte Gerade. Ihr Schnittpunkt y mit N ist der A* zunächst 
gelegene Punkt von A. — Der Abstand A*—y heißt Abstand des Punktes 
1* von der Mannigfaltigkeit A. 

Ist A, also auch der zu A parallele Modul M, eine Ebene, so wird 
der zu M komplementäre Modul N eine Gerade. Sind @«,—c« die Rich- 
tungen dieser Geraden, so wird A von allen Punkten $ erfüllt, die einer 
gewissen Gleichung von der Form 

as=c 
genügen. Jeder Punkt 4* außerhalb A liegt auf einer bestimmten Normalen 


von A, d. h. auf einem Strahl (einer Halbgeraden), der zu A senkrecht 


Pn 
ist und dessen Ursprung 7 in A liegt. Die Richtung =’ dieser Nor- 


5 *—y alt—c EL. ; ; 
malen ist « oder —«, je nachdem «: 7," m positiv oder negativ 
alr—c 


ist. (In jedem Falle ist 1= «= also @4*—c| der Abstand des 


ar y|' 
Punktes 4* von der Ebene A.) Der Ebene A entspricht also eine Ein- 
teilung der ganzen Punktmenge außerhalb A in zwei Gebiete, die beiden 
Seiten von N, welche den beiden zu A senkrechten Richtungen «,— « zu- 
geordnet sind. Die ‚‚«-Seite‘‘ wird von den Punkten 4* erfüllt, für welche 


alr* > c ist. 


U. Grenzwerte. 
$6. Schranken einer Punktmenge. 
Ist A eine Menge reeller Zahlen, so heißt m eine obere (untere) 
Schranke von A, wenn alle Zahlen aus A<m (bzw. >m) sind. Eine 
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Zahlenmenge A, die eine obere (untere) Schranke besitzt, heißt nach oben 
(unten) beschränkt. Die Menge A ist absolut beschränkt, d. h. die absoluten 
Werte ihrer Elemente liegen unter einer festen Größe, wenn sie nach oben 
und unten beschränkt ist. Ist A nach oben (unten) beschränkt, so gibt 
es unter allen oberen (unteren) Schranken eine kleinste (größte), die obere 
(untere) Grenze genannt wird. 

Wir führen an dieser Stelle einige Bezeichnungen ein, die wir zum 
Teil erst späterhin verwenden. Es sei a eine reelle, @ eine komplexe Zahl, 
B eine reelle, B eine komplexe Zahlenmenge (Punktmenge), und es be- 
deute b jede Zahl aus B, £ jede Zahl aus B. Dann verstehen wir unter 
aB bzw. «B bzw. |B| das von den reellen Zahlen ab bzw. «ß bzw. |ß}, 
unter aB bzw. B« das von den komplexen Zahlen aß bzw. ba gebildete 
System. | 

Eine Ebene A mit den Normalenrichtungen @,— oa, welche erfüllt 
wird von allen Punkten &, die der Gleichung «$=c genügen, soll eine 
Schranke einer Punktmenge Z in Richtung « heißen, wenn kein Punkt von 
Z auf der «-Seite von A liegt, wenn also c obere Schranke von «Z ist. 
Die Punktmenge Z heiße «n Richtung « beschränkt, wenn sie nach der 
Richtung « eine Schranke besitzt, wenn also die reelle Zahlenmenge «Z 
nach oben beschränkt ist. Ist dann g die obere Grenze von «Z, so heißt 
die Ebene mit der Gleichung «@$= g die Grenz- oder Stützebene von Z in 
Richtung a. Sie gehört mit zu den Schranken in Richtung « und ist 
unter ihnen dadurch ausgezeichnet, daß sie entweder Punkte aus Z ent- 
hält, oder daß doch diese Punkte ihr beliebig nahe kommen. 

Aus den identisch geltenden Gleichungen und Ungleichungen 

(iii, (ntmel<nd+t rd 

(und der Moduldefinition in Nr. 2) folgt, daß diejenigen komplexen Zahlen 
y, für welche yZ absolut beschränkt ist, einen Modul bilden. — Von be- 
sonderer Wichtigkeit für die Theorie der Reihen von komplexen Zahlen 
sind gewisse Punktmengen, die wir symmetrisch ausgedehnt nennen wollen. 
Die Punktmenge Z soll symmetrisch ausgedehnt heißen, wenn sie sich 
jedem Paare entgegengesetzter Richtungen «,— « gegenüber in der Be- 
ziehung gleichartig verhält, daß sie entweder nach beiden Richtungen be- 
schränkt oder nach beiden unbeschränkt ist. — Es sei Z eine symmetrisch 


ausgedehnte Punktmenge, „+0. Ist dann yZ nach oben beschränkt, so 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 19 
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ist Z in Richtung ri also auch in der entgegengesetzten Richtung be- 
schränkt. Daher ist —yZ nach oben, mithin yZ nach unten beschränkt. 
yZ ıst also absolut beschränkt. Da nun die komplexen Zahlen 7, 
für welche YyZ absolut beschränkt ist, in jedem Falle einen Modul bilden, 
so können wir dasselbe hier für die Zahlen y behaupten, für welche yZ 
nach oben beschränkt ist. Dieser Modul M enthält dann alle Richtungen 
und nur solche Richtungen, nach denen Z beschränkt ist. 

Es kann natürlich auch sein, daß Z nach keiner Richtung beschränkt, 
oder, wie wir sagen wollen, total unbeschränkt ist. Dann reduziert sich der 
Modul M auf 0. — Ist die Dimension von M gleich r, so soll Z eine 
symmetrisch ausgedehnte Punktmenge (n— r)-ter Klasse (oder von der Klasse 
n—r) heißen. Die n-te Klasse umfaßt dann die total unbeschränkten 
Punktmengen, die O-te Klasse diejenigen, welche nach allen Richtungen 
beschränkt sind. Die letzteren sind nichts anderes als die absolut be- 
schränkten Punktmengen. Denn, wenn Z absolut beschränkt, m die obere 
Grenze von |Z| ist, so folgt aus der allgemeinen Ungleichung ($ 5) 
eö< a {, wenn «a eine Richtung, & eine Zahl aus Z darstellt, 
eö< | <m, d.h. Z ist nach jeder Richtung beschränkt. Wird anderer- 
seits Z als nach jeder Richtung beschränkt vorausgesetzt, so ergibt sich, 
wenn wir diese Voraussetzung auf die Richtungen &,...% und die ent- 
gegengesetzten anwenden, daß |&{|,... e,C| unter einem festen Wert m 
bleiben, und aus der Identität | 

= (battle 
folet 
<edaltrr + edlelaltrr rt ne<nm, 

d. h.-Z ist absolut beschränkt. — Jede lineare r-dimensionale Mannig- 
faltigkeit ist, wie man sofort sieht, eine symmetrisch ausgedehnte Punkt- 
merige von der Klasse r; der oben mit M bezeichnete Modul, welcher die 
Richtungen umfaßt, nach denen A beschränkt ist, ist zu dem zu A paral- 
lelen Mödul komplementär. | 

$7. Abgeschlossene Punktmengen. 

Umgebung eines Punktes « heiße jede Menge aller Punkte, deren 
Abstand von « einen gegebenen positiven Wert m nicht überschreitet. — 
Häufungsstelle einer Punktmenge Z heißt ein (zu Z gehöriger oder nicht 
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gehöriger) Punkt «, wenn in jeder noch so kleinen Umgebung von « 
wenigstens ein von «@ verschiedener Punkt aus Z liegt. — Eine Punkt- 
menge Z heißt (nach @. Cantor) abgeschlossen, wenn sie keine Häufungs- 
stellen oder nur solche besitzt, die selbst Punkte von Z sind. 

Wir bemerken noch ausdrücklich: So wie wir hier weder unendlich 
große (reelle oder komplexe) Zahlen noch unendlich ferne Punkte einführen, 
so kennen wir auch keine unendlich fernen Häufungsstellen. Wir werden 
daher beispielsweise von der Menge aller Punkte mit ganzzahligen Koordi- 
naten sagen, daß sie keine Häufungsstelle besitzt, und sie demgemäß als 
abgeschlossen betrachten, wenn es auch bei anderen Untersuchungen zweck- 
mäßig sein kann, die Definitionen so zu fassen, daß solche Mengen nicht als 
abgeschlossen gelten *). 

Jede lineare Mannigfaltigkeit A ist eine abgeschlossene Punktmenge, 
da jeder Punkt außerhalb A einen kürzesten Abstand von X hat ($5), 
also nicht Häufungsstelle von A ist. Ist ferner ein Punkt @ und eine 
positive Zahl m gegeben, so konstituieren sowohl die der Bedingung 
5—.a<<m, als auch die der Bedingung |$— «| > m genügenden Punkte $ 
eine abgeschlossene Punktmenge. | 

Wenn ein System von endlich- oder unendlichvielen abgeschlossenen 
Punktmengen TT wenigstens einen gemeinsamen Punkt hat, so ist der 
Durchschnitt A des Systems wieder eine abgeschlossene Punktmenge. Denn 
eine Häufungsstelle von A ist auch Häufungsstelle einer jeden der Mengen 
TT, also Punkt jeder dieser Mengen und somit Punkt von A. — Zu jeder 
Punktmenge Z gehört eine kleinste Z enthaltende abgeschlossene Punkt- 
menge, nämlich der Durchschnitt aller Z enthaltenden abgeschlossenen 
Punktmengen. Wir kennzeichnen diese Punktmenge weiterhin durch einen 
beigefügten Strich. Z’ muß alle Punkte von Z, ebenso alle Häufungs- 
stellen von Z enthalten. Ist andererseits ein Punkt « weder Punkt noch 
Häufungsstelle von Z, so kann man m > 0 so wählen, daß für jeden Punkt 
SC aus Z |{—a>m wird. Die sämtlichen Punkte #, welche der Be- 
dingung |$ — «| > m genügen, bilden dann eine abgeschlossene Punktmenge, 
welche Z, nicht aber den Punkt «, enthält. « kann daher nicht dem 





*) Erst in Abschnitt VII, wo wir die Verhältnisse im projektiven Raum be- 
trachten, werden die für diesen zweckmäßigen Definitionen eingeführt werden. 
19” 
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Durchnitt Z’ aller Z enthaltenden abgeschlossenen Punktmengen angehören. 
Z’ besteht also aus allen Punkten und Häufungsstellen von Z. 

$8. Konvergenz. 

Es liege eine komplexe Zahlenfolge 

Ya ars Panne 
vor. — Aus y(&ı+ 5) <1y&il+|yS2| und |y(ed)| = |e|-|y$| folgt, daß die- 
jenigen Zahlen, für welche die reelle Folge 
a DT DEE 7 Feen 

den Grenzwert O0 hat, einen Modul erfüllen. Wenn daher für n linear un- 
abhängige Werte & limy,&=0 ist, so besteht diese Gleichung für jedes £. 


pen 


In diesem Falle schreibt man limy,=0. Die Gleichung lim y,=0 besagt 


p=%0 p=» 


demnach, daß die n Koordinatenfolgen 8%, Y1&,-..(@=1,...n) den 
Grenzwert 0 haben. Aus 

(1.) Ir&1< ’» <|Yp&|lt + 906] Data EU, ve 
folgt ferner, daß die Gleichung lim y„=0 mit der Gleichung lim |y,| = 


p=®@ p=® 








äquivalent ist. 
Die Angabe limy,=y wird als gleichbedeutend mit lim („,—y) = 0 


po p=a® 


erklärt. Sie ist auch gleichbedeutend mit der Angabe, daß die Koordi- 
natenfolgen y&, Yı&j, --- (= 1,...n) die Koordinaten von y zu Grenzwerten 
haben, oder daß für jedes &$ limy,5=yö3 ist. 


p=®0 
Liegen zwei komplexe Zahlenfolgen «,, &,...5 Po; Pı,... und eine 
reelle c,, €,,... vor, welche Grenzwerte besitzen, so ergibt sich aus den 
bekannten Sätzen über reelle Zahlenfolgen ohne weiteres: 


lim («, + ß,) = lim @, + lim ß,, lim (c,«,) = lim c - lim o,, 


p=@ ym® p=@ pP=@ p=® p=@ 


lim («, ,)= lim «, - lim /, 


p=o» p=®© p=& 
und für jede lineare Funktion 9($) 
lim p(a,) = y(lim «,). 


p=® p=® 


Ist yo, Yı, ... eine beliebige Folge komplexer Zahlen, und besitzt 
die reelle Folge y8,yı$8, ... für $=$&, und £= $, Grenzwerte, so folgt aus 
lim y,(& + &) = lim y,&,+ limy,&, und lim y„(c&,)=elimy,$,: Diejenigen 


yo p=®© pr=® pr=» po 


Zahlen &, für welche die Folge 7,8, 715, ... einen Grenzwert besitzt, er- 
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füllen einen Modul M. Ist r der Rang von M, so gibt es eine bestimmte 
(nr — r)-dimensionale Mannigfaltigkeit A von der Beschaffenheit, daß für 
jede Zahl y aus A und jede Zahl 5 aus M die Gleichung limy,5=y$ 


p=® 


besteht. Ist nämlich r= 0, so kann & nur den Wert 0 haben, und die 
Gleichung lim y,5=y$ besteht für jeden Wert von y. Ist r>0,«,,...« 


p=® 


eine Basis von M, und wird limy,y=6 (i=1,...r) gesetzt, so fordert 


die Gleichung limy,5=y$, daß y den r Gleichungen y,=c;(i=1,...r) 


p= 
genügt. Durch diese Gleichungen wird aber eine (n — r)-dimensionale 
Manmnigfaltigkeit A definiert. Ist andererseits y irgendein Element dieser 
Mannigfaltigkeit, $ eine Zahl aus M, so hat $ die Form $= a,%, +: +a,o,, 
und es wird 


lim 7,5 = lim a,7,, + ++ lima,,,e,= a, lim(7,@,)+ + a,lim(y,«,) 


p=% p=o® p=o© p=» py=» 


=41G ++ +a,=4yt ++ +ayo,=y$. 
Wird „+ at ++7,= 0, gesetzt (p=0,1,...), so heißt die Reihe 
u £ De 2 9 

konvergent, wenn die Folge 0,,0,,...0,... einen Grenzwert o besitzt; 
o heißt die Summe der Reihe. Die Forderung der Konvergenz der kom- 
plexen Reihe ist gleichbedeutend mit der Forderung, daß die reelle Reihe 
y$tzı$+ -- für jedes $ konvergiert, oder daß die n Koordinatenreihen 
Y&atyı&at + (Ü=1,...n) konvergieren sollen. Die Summen dieser Reihen 
sind dann die Koordinaten o&, der Summe o der komplexen Reihe. — 
In jedem Falle bilden die Zahlen &, für welche die Reihe „5+y,5+-- 
konvergiert einen Modul M, und für jede Zahl & dieses Moduls ist 
nstyıft.-=0of, wo o innerhalb einer bestimmten linearen Mannig- 
faltigkeit A beliebig wählbar ist, deren Dimension n—r ist, wenn r die 
Dimension von M bezeichnet. | 

Damit die komplexe Reihe + Yı+ +» unbedingt, d. h. bei jeder 
Anordnung ihrer Glieder konvergiert, ist notwendig und hinreichend, daß 
die n Koordinatenreihen unbedingt, also absolut konvergieren. Die Reihe 
hat dann bei jeder Anordnung ihrer Glieder auch dieselbe Summe. Aus 
den Ungleichungen (1.) folgt, daß als notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die unbedingte Konvergenz der Reihe auch die Konvergenz 
von |Y0|+|y1| +», also die absolute Konvergenz angegeben werden kann. 
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III. Konvexe Punktmengen. 


$9. Eine Punktmenge Z soll konvex heißen, wenn sie die Forde- 
rung erfüllt: Sind « und $ Punkte aus Z, so gehört auch jeder Punkt 
zwischen & und / der Menge Z an. 

o und / sollen hierbei nicht notwendig verschieden sein. Wir be- 
trachten demgemäß auch einen einzelnen Punkt als eine konvexe Punkt- 
menge. 

1. Der Durchschnitt A eines Systems von endlich- oder unendlich- 
vielen konvexen Punktmengen TT (die wenigstens einen gemeinsamen Punkt 
besitzen) ist eine konvexe Punktmenge. 

Denn, wenn «@ und f zu A gehören, so gehören sie auch zu jeder 
Menge TT. Daher ist auch jeder Punkt zwischen « und # Punkt einer 
jeden Menge TT, also Punkt von A. — Jede Punktmenge ist in einer 
konvexen Punktmenge, nämlich in dem System P aller Punkte enthalten. 
Aus 1. ergibt sich jetzt sofort: 

2. Zu jeder Punktmenge Z gibt es eine kleinste Z enthaltende konvezxe 
Punktmenge, nämlich den Durchschnitt aller Z enthaltenden konvexen Punktmengen. 

Wir bezeichnen diese Punktmenge weiterhin durch einen überge- 
setzten Strich, im vorliegenden Falle also mit Z. 

3. Ist die Punktmenge Z konvex, so ist auch Z’ (die kleinste Z 
enthaltende abgeschlossene Punktmenge, $7) konvex. 

Es seien nämlich « und £ Punkte aus Z’, y ein Punkt zwischen 
« und f. « und £ sind Punkte oder Häufungsstellen von Z. Ist daher 
eine beliebig kleine positive Zahl d gegeben, so gibt es in Z zwei Punkte 
%,,ı (die eventuell mit «, # zusammenfallen können), für welche 


(1.) a—a<d, |A—-Pl<d 
wird. Da y zwischen « und / liegt, hat man eine Gleichung 
(2.) y=ca+(1—-c)P. ((<e<iI) 


legene Punkt 
(3.) yı=ea+(l—e)P: 
zu Z. Aus (l.), (2.), (3.) folgt 
N-7|= je(a—e) +(1—e)(Aı—P)| 
<cg —a+(1—-c) A, — Pi <cd+(1l—c)d=d. 
Dies zeigt, daß in jeder Umgebung von y ein Punkt y, von Z liegt, daß 
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also y Punkt oder Häufungsstelle von Z, somit Punkt von Z’ sein muß. 
Z’ ist also konvex. 

Es sei Z eine beliebige Punktmenge. Soll eine Z enthaltende 
Punktmenge TT konvex und abgeschlossen sein, so muß sie Z und daher 
auch die kleinste Z enthaltende abgeschlossene Punktmenge (Z)’, die wir 
kurz mit Z’ bezeichnen, enthalten. " Da aber nach 3. Z’ auch konvex ist, 
so folgt: 

4. Z’=(Z)’ ist die kleinste von allen (der Durchschnitt aller) Z 
enthaltenden zugleich konvexen und abgeschlossenen Punktmengen. 

Die linearen Mannigfaltigkeiten sind Beispiele für konvexe, abge- 
schlossene Punktmengen. DBezeichnet ferner « eine Richtung, so ist das 
System A aller Punkte &, welche der Bedingung «&<Tc genügen, also 
der ‚‚Halbraum‘“, welcher alle Punkte $ der Ebene a&=ec und alle auf 
der (— «)-Seite dieser Ebene gelegenen Punkte umfaßt, konvex und abge- 
schlossen. Sind nämlich &,, &, Punkte aus A, und ist 5 ein Punkt zwischen 
&, und &,, so hat man 

ea, <c, ag <e, $=-ad+(l—a)i,, ((<a<[1I) 
daher 
es=aad + (l—a)eg <ae+(l—a)e=c. 
$ gehört also zu A, und A ist konvex. Ist ferner $ ein nicht zu A ge- 
höriger Punkt, aß=c,, so folgt c, >e und für jeden Punkt 5 aus A 
A—E= e8—8 >alß—E)=aß—-ua$>a—e. 
Mithin ist 5 keine Häufungsstelle von A. A ist also abgeschlossen. 

Es sei Z eine konvexe Punktmenge, die jedoch nicht alle Punkte 
des Raumes umfassen soll. Ist dann « ein nicht zu Z gehöriger Punkt, 
a>0, b>0, so liegt « zwischen «+ ae, und @—br,, und es können 
daher diese Punkte nicht beide zugleich der Menge Z angehören. Man 
kann daher aus den beiden Zahlen #,,—., eine — wir nennen sie 4 — 
so auswählen, daß das System der Punkte « +.c,& (c, 0) keinen Punkt 
aus A enthält. — Es sei jetzt % eine der Zahlen 1,2,...n. Nehmen wir 
an, es sei möglich, aus jedem der k Paare &,— &;...5&%,— &, eine Zahl 
&,...&, so auszuwählen, daß die Menge A, aller Punkte 


e+ag3+ + +CG% (1. >0,.:6>0) 


keinen Punkt mit Z gemein hat — eine Voraussetzung, die, wie wir sahen, 
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für k=1 sicher erfüllt ist. Ist dann k<<n, und betrachtet man zwei 
Punkte 
yzataat'+ CE, + Akyrı, 
d=e+dat..+dhs— bar, 
wo a,b und alle Koeffizienten c,,d, positiv sind, so gehört der zwischen 
y und d gelegene Punkt 











ba +adı „dor + ad; „’ 
a+b * 
der Menge A,, also nicht der Menge Z an, und es muß daher wenigstens 
einer der Punkte y,d‘ außerhalb Z liegen. Man kann daher die Zahl 
&;, aus den beiden Zahlen &,,,, —&;ı so auswählen, daß das System 
A,;ı aller Punkte 
e ++ ++ CH (1 > 0; :...%41 > 0) 
keinen Punkt aus Z enthält. Dieser Schluß von %k auf k +1 zeigt uns, 
daß Systeme, welche den über A, gemachten Voraussetzungen entsprechen, 
für jeden der Werte k=1,...n existieren. — Betrachten wir jetzt ein 
System A, und irgendeinen festen Punkt 
vw=a+ta&it+'" +08 (1 >0,..%>0) 
aus A,. c, sei der kleinste der Koeffizienten c,,...c,. Da &,...s, linear 
unabhängig sind, hat man für jeden Punkt & aus Z eine Darstellung 
C=o+am5+'"+0,%; 
wobei nicht alle Koeffizienten a positiv sein können. Es sei etwa ,<0. 
Dann folgt 
t-w>a—-a,>0> 10, 
Diese Ungleichung zeigt, daß kein Punkt aus A, Häufungsstelle von Z ıst. 
A, hat also auch mit Z’ keinen Punkt gemein. — Der Zweck dieser Aus- 
führungen war lediglich der Nachweis des Satzes: 
5. Wenn eine konvexe Punktmenge Z nicht alle Punkte enthält, so 
enthält auch Z’ nicht alle Punkte. 
$ 10. Analytische Darstellung der kleinsten eine Punkt- 
menge Z enthaltenden konvexen Punktmenge. — Es lasse sich die 
von 0 verschiedene Zahl y aus den Zahlen «,,...«, mittels positiver 
Koeffizienten komponieren; es bestehe also eine Gleichung 
(4.) ya +++ 0,0,. (a, >0,...0,>0) 
Wenn die Zahlen « nicht linear unabhängig sind, also einem Modul von 
weniger als » Dimensionen angehören, so hat man eine Relation 
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(5.) 0=b,a,+ +++ b,0,; 
in der nicht alle Koeffizienten b verschwinden. Ist dann c’ der größte 
unter den Werten De, ii Li ‚ und etwa 2 so werde c=c’ oder 
1 p j 
ce=—.c’ gesetzt, je nachdem b, positiv oder negativ ist. Es ist dann 
1 = Ibel = 4, 1br1 . . <a, u,— dr 0, (k=1,...Pp) 
le| ce y de = e = 
PER PERORRR &l_o, 
C 


also in der aus (4.) und (5.) folgenden Relation 


(6.) y- 4 )o,+ + (0,— 2)a, 
kein Koeffizient negativ, wenigstens einer gleich 0 und, da y=+0 ist, 
wenigstens einer positiv. Läßt man aus (6.) die Glieder mit verschwindenden 
Koeffizienten fort, so hat man eine Darstellung von y von derselben Art 
wie unter (4.), nur daß nicht mehr alle Zahlen « vorkommen. Da eine 
solche Reduktion möglich ist, so lange die zurückbleibenden Zahlen « 
linear abhängig sind, so folgt: 

1. Ist die von O0 verschiedene Zahl y aus den Zahlen «,,...«, mit- 
tels positwer Koeffizienten komponierbar, so kann man aus den Zahlen 
&ı,...0, n oder weniger als n (falls diese Zahlen einem Modul von der 
Dimension r angehören, r oder weniger als r) solche auswählen, daß auch 
aus diesen y mittels positwer Koffizienten komponierbar ist. 

Wenn die p+1 Punkte «,,...«, einer r-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit A angehören, so gehören die Differenzen &, — &, ... &,— «a, dem 
zu A parallelen Modul an. Ist p>r, so sind die Differenzen linear ab- 
hängig, und man hat eine Relation 

b, (ea, — &,) + +++ b,(e, — 0) = 0 
oder 
(7.) but + +b,n,=0, 
wo 
(8.) bt++b,=0 
ist, ohne daß sämtliche Koeffizienten b verschwinden. Ist jetzt y(y = 0 
nicht ausgeschlossen) in der Form 


(9.) yz'lyt ++ a,t, 
so darstellbar, daß die Koeffizienten «a positiv sind und ihre Summe 
(10.) %+r'.++a,=1 


ist, so folgt 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 20 
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b b 
(11.) y- (0 —)o+ ... (a, — ")e, 
für beliebiges c+0, und es ist zufolge (8.), (10.) die Summe der Koefii- 


zienten auf der rechten Seite von (11.) gleich 1. Wählt man wieder ce 
Idol ,, Idol 
ruul RE 


a 
0 p 
Vorzeichen von ce mit dem Vorzeichen einer der Zahlen b, übereinstimmt, 


so, daß |c| gleich der größten unter den Zahlen ist und das 


ı 


wenigstens einer 0 und wenigstens einer positiv. Indem man in (11.) die 
Glieder mit verschwindenden Koeffizienten fortläßt und, falls noch mehr 
als r-+ 1 zurückbleiben, das Verfahren wiederholt, erhält man den Satz: 

2. Läßt sich y aus @&,...a, mittels positiver Koeffizienten, deren 
Summe 1 «st, komponieren, so kann man aus den Punkten « n+1 oder 
weniger als n+ 1 (falls die Punkte «a einer r-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit angehören, r + 1 oder weniger als r +1) solche auswählen, daß sich 
schon aus diesen y miltels yositiwer Koeffizienten, deren Summe 1 ist, kom- 


für welche 2 Ri je| ist, so ist in (11.) kein Koeffizient negativ, aber 


ponieren läßt. 

3. Die kleinste die Punkte «,,... «, enthaltende konvexe Punktmenge 
besteht aus allen Punkten y von der Form 

(12) = + ++, (W>0,..,>0;%+.-+a,=]). 

Beweis. DBezeichnen wir mit A das System der p+1 Punkte 
Goy+.:@,, mit B das System aller Punkte von der Form (12.), so 
handelt es sich um den Beweis der Gleichung A=B. — Es seien zunächst 

vz=%%t'++a,0, (o>0,..,>0;.+ ++, =|]), 

v=oo+ ++, (m >0,..,>0;,+.-+m,=]|]) 
irgend zwei Punkte aus B, d ein Punkt zwischen y und y’. Dann hat man 

d=cy+.cy’ (e>0,">0;c+cd=]1) 

oder, wenn man ca, +ca=d,; (i=0,...p) Setzt, 

!=dv ++ +d,, (d>0,..d,>0;d+.++d,=]1); 
d ist also ein Punkt von B, und somit B eine konvexe Punktmenge. Indem 
man in (12.) einen Koeffizienten gleich I, die übrigen gleich 0 nimmt, sieht 
man, daß B das System A, also auch A enthält. — Wenn man andererseits 
irgendein Element y aus B in der Form (12.) darstellt und die Glieder 
mit verschwindenden Koeffizienten fortläßt, so hat man eine Gleichung 


y=bPot ++ bß: (, >0,..6>0, bu + .+b= 1), 
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wo die Punkte # sämtlich in A, also auch in A enthalten sind. Setzt man 


++ +b=s, 


boßo + '*: 7 bißi Een ((=0,...%) 
ri ; 4 
so ist für = 0, ... k—1, a ut; ,=]1, = lo Yı= 7: 
Si bi+1 3 
a ze Br i=0,..8—1) 
Yi+l Q ’ 2, ir ( 


also Y,,, zwischen y, und /;,, gelegen. Man schließt hieraus sukzessive, 
daß die Punkte y,,...%,=y zu A gehören müssen. Also ist jeder Punkt y 
aus B auch in A enthalten, und es folgt B= A. 

Eine konvexe Punktmenge Z heiße r-dimensional, wenn die kleinste 
Jineare Mannigfaltigkeit Zn. Z, in welcher Z enthalten ist, die Dimen- 
sion r hat. 

Es sei jetzt Z eine beliebige endliche oder unendliche Punktmenge, 
r die Dimension von Z, und es werde mit A jedes Teilsystem von Z 
bezeichnet, das nicht mehr als r+ 1 Punkte enthält. FT sei das System 
aller derjenigen Punkte, welche wenigstens in einer der zu den Systemen A 
gehörigen kleinsten konvexen Punktmengen A vorkommen. Dann ist Z 
in f, F in Z enthalten. — Sind y,,y, zwei Punkte aus FT, so gibt es 
unter den Systemen A zwei solche A,,A,, daß y, in A,,y, in A, vor- 
kommt. Das System B aller der Punkte, die zu A, oder A, gehören, 
umfaßt endlichviele, nämlich höchstens 2r -+2 Punkte. Das konvexe 
System B enthält y, und y,, also auch jeden zwischen y, und 7, gelegenen 
Punkt y. Jeder solche Punkt y ist, wie die Anwendung der Sätze 3. 
und 2. ergibt, aus r+ 1 oder weniger als r+ 1 Punkten des Systems B 
mittels positiver Koeffizienten komponierbar, deren Summe 1 ist. Da B 
Teilsystem von Z ist, jedes aus r+ 1 oder weniger Punkten von B be- 
stehende System also ein System A repräsentiert, so ist y Punkt eines 
Systems A und gehört also zu FT. Daraus folgt, daß F konvex ist; und 
da Z in F enthalten ist, muß auch Z in FT enthalten sein. Daraus folgt 
r=Z, und wir erhalten den Satz: 

4. Ist Z eine beliebige endliche oder unendliche Punktmenge, r die 
Dimension von Z, so läßt sich zu jedem Punkte & aus Z eine aus nicht 
mehr als r+1 Punkten (in jedem Falle also eine aus nicht mehr als n-+ 1 
Punkten) bestehende Teilmenge A von Z so bestimmen, daß & in A enthalten vst. 

20* 
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$ 11. Diekleinste, eine Punktmenge Z enthaltende kon- 
vexe und abgeschlossene Punktmenge Z’. 

Im folgenden machen wir von einem aus den Elementen der Theorie 
der reellen Funktionen von n reellen Veränderlichen bekannten Satz An- 
wendung: Ist Z eine abgeschlossene Punktmenge, y ein nicht zu Z gehöriger 
Punkt, so gibt es wenigstens einen Punkt 5 in Z, für welchen der Abstand 
©—y| ein Minimum wird. — Ist Z überdies konvex, so können wir hin- 
zufügen, daß es nur einen solchen Punkt geben kann. Denn wenn für 
zwei verschiedene Punkte &,,&, aus Z |, —y|=&-y|=d wird, so 
können Z, und £, von y aus nicht in derselben Richtung liegen, und es wird 


d d _ — — _ IE a | 
d= +3 5745 > AI 2-1 or; 
d. h. der zwischen [, und £, gelegene und darum zu Z gehörige Punkt 
1(6,+6,) liegt näher zu y als die Punkte {,, &. 
Es sei Z eine konvexe, abgeschlossene, aber nicht alle Punkte um- 
fassende Menge, y ein nicht zu Z gehöriger Punkt, $ der y am nächsten 
gelegene Punkt von Z, d der Abstand der Punkte $ und y, « die Richtung 


von 9 nach y, und es werde @$=c gesetzt. Dann ist 





(13.) v=ß+de, aß=c, ay=c+d, d>0. 
Die Punkte &, welche der Ungleichung 
(14.) a5<e 


genügen, erfüllen einen Halbraum, welcher die Ebene A mit der Gleichung 
@&=c und alle auf der (—«)-Seite dieser Ebene gelegenen Punkte um- 
faßt. Der Punkt £ liegt in A, der Punkt y auf der «-Seite von A. Ist 
C ein beliebiger Punkt aus Z, p eine beliebige positive Zahl < 1, so ge- 
hört auch der zwischen 8 und { gelegene Punkt 


(15.) n=pL+l-pMP=P—plP—8) 
zu Z, und man erhält aus (13.) und (15.) wegen der Minimumseigenschaft 
der Zahl d 
®<(y—n?= (de+p(P = d’+p(2da(P— I) +P(P— 8) 
=d®+p(2d(e— et) + pP — EN), 


also 


2d(c— at) + pP >0. 
Dies ist aber, da die positive Zahl p beliebig klein angenommen werden 
kann, nur möglich, wenn c—«e& >00, also $={ der Ungleichung (14.) 
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genügt. Damit ist gezeigt, daß die Punktmenge Z ganz dem durch (14.) 
definierten Halbraum angehört, und daß A Stützebene von Z in Richtung « 
ist. Da y dem genannten Halbraum nicht angehört, haben wir den Satz: 

1. Ist Z eine konvexe abgeschlossene Punktmenge, y ein nicht zu Z 
gehöriger Punkt, so gibt es einen Halbraum, welcher die Punktmenge Z, aber 
nicht den Punkt y enthält. 

Es bezeichne jetzt Z eine beliebige Punktmenge. Ist Z, also auch 
Z’, total unbeschränkt und somit in keinem Halbraum enthalten, so muß 
nach Satz 1. Z’ alle Punkte des Raumes umfassen. Nach $ 9, Satz 5., 
gilt dann dasselbe schon für Z. — Ist aber Z nicht total unbeschränkt, 
so gibt es Z enthaltende Halbräume. Jeder solche Halbraum muß, da 
er konvex und abgeschlossen ist, auch Z’ enthalten. Ist andererseits $ ein 
allen diesen Halbräumen gemeinsamer Punkt, so muß & auch zu Z’ ge- 
hören, weil es sonst nach Satz 1. einen Z’ enthaltenden Halbraum gäbe, 
der $ nicht entbieltee Somit ergeben sich die beiden Sätze: 

2. Ist Z eine total unbeschränkte Punktmenge, so umfaßt Z’, also 
auch Z alle Punkte des Raumes 
und 

3. Ist die Punktmenge Z nicht total unbeschränkt, so ist Z’ der 
Durchschnitt aller Z enthaltenden Halbräume. 

Anmerkung: Betrachten wir Schranken und Stützebenen als ‚orien- 
tierte‘‘ Ebenen, deren Normale einen bestimmten Richtungssinn erhalten 
hat, so können wir dem letzten Resultat die folgende Fassung geben: 
Z’ ist die größte Punktmenge, welche dieselben Schranken (oder Stützebenen) 
besitzt wie Z. 


IV. Konvergente Reihen. 


$ 12. Vorbemerkungen. — Wenn man bei einer unendlichen Folge 
reeller oder komplexer Zahlen von der Anordnung der Elemente abstra- 
hiert, so bleibt eine abzählbare Zahlenmenge übrig, die sich noch auf 
unendlichviele andere Arten zu einer Zahlenfolge anordnen läßt. Dabei 
ist natürlich nicht außer acht zu lassen, daß die abzählbare Menge, von 


welcher hier die Rede ist, noch nicht bestimmt ist, wenn von jeder Zahl 
feststeht, ob sie in der Menge vertreten ist oder nicht; vielmehr muß auch 
feststehen, wie oft dies der Fall ist. Bei den Untersuchungen über Zahlen- 
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folgen hat man zu unterscheiden zwischen solchen Eigenschaften, welche 
durch die Anordnung der Elemente bedingt sind, und solchen, die von der 
Anordnung unabhängig sind, also der abzählbaren Menge an sich anhaften. 
Bei den Eigenschaften der zweiten Kategorie kann man die Forderung stellen, 
sie von vornherein in einer solchen Form einzuführen bzw. nachzuweisen, 
daß die Unabhängigkeit von der Anordnung unmittelbar zutage tritt. 

Bei der Erklärung des Grenzwertes einer Zahlenfolge wird zumeist 
auf die Anordnung Bezug genommen. Indessen, daß die Folge einen 
Grenzwert besitzt, besagt nichts anderes, als daß eine Zahl, eben dieser 
(Grenzwert, existiert, von dem sich höchstens endlichviele Glieder der 
Folge (absolut) um mehr als eine gegebene positive Größe p unterscheiden, 
wie klein auch p angenommen werde; und es ist hiernach klar, daß es 
sich hier um eine Eigenschaft der Folge handelt, die jeder Umordnung 
gegenüber invariant ist. Die Bezeichnungen fundamental für Zahlenfolgen 
mit Grenzwert und elementar speziell für Zahlenfolgen mit dem Grenz- 
wert 0, welche Heine gebraucht, können wir demgemäß auf die abzählbaren 
Systeme übertragen, welche von den Gliedern der Folge konstituiert werden. 

Bei der allgemeinen Definition der Konvergenz (bzw. Summe) einer 
unendlichen Reihe 

(1.) „tryfır »-t9%t+t+- 
ist die Bezugnahme auf die Anordnung der Glieder nicht zu vermeiden, 
wie sich nachträglich aus dem Beweise des Vorkommens bedingter Kon- 
vergenz ergibt. Wird mit F das System der Glieder der Reihe (1.), mit 
.Z das System der Zahlen 

0, =% 4 ‚+ ...- $: (#=0,1,...) 
bezeichnet, so ist für die Frage, ob die Reihe (1.) konvergiert, ob also 
die Folge 


O9; 0, ...» Oy; ..» 


einen Grenzwert besitzt, das System £ an sich entscheidend, d. h. die 
Reihenfolge seiner Elemente ohne Bedeutung, doch das System Z£ selbst 
ist durch die Anordnung der Elemente von F bedingt. Zu einem von 
dieser Anordnung unabhängigen System werden wir aber geführt, wenn 
wir gleichzeitig die Elemente aller der verschiedenen Systeme £ betrachten, 
die den verschiedenen Anordnungen von F zu. einer unendlichen Reihe 
entsprechen. Alle diese Elemente haben das gemein, daß sie Summen 
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von endlichvielen Elementen aus F darstellen. Eine solche Summe, also 
die Summe eines jeden endlichen Teilsystems von T nennen wir eine 
Partialsumme von FT, und wir bezeichnen mit F, das System aller Partial- 
summen von f. Dabei rechnen wir zu den endlichen Teilsystemen auch 
das leere System und dementsprechend zu den Partialsummen auch stets 
die Zahl 0. Auch für den Fall, daß F selbst ein endliches System ist, 
werden wir diese Bezeichnungen verwenden; ist in diesem Falle %k die 
Anzahl der Elemente von F, so besteht F, aus 2* Elementen, die natür- 
lich numerisch nicht verschieden zu sein brauchen. 

Das System F, der Partialsummen eines abzählbaren Systems F 
spielt in den folgenden Untersuchungen, die sich auf die Gesamtheit aller 
Reihen, zu denen sich das System F anordnen läßt, beziehen, eine wesent- 
liche Rolle. Die wichtigsten hier auftretenden Begriffe sind die (unbe- 
dingte und bedingte) Summierbarkeit und der Summenbereich. Wir nennen 
eine abzählbare Zahlenmenge summierbar, wenn wenigstens eine der Reihen, 
zu denen sie sich anordnen läßt, konvergiert. Wir nennen eine summier- 
bare Zahlenmenge unbedingt oder bedingt summierbar, je nachdem alle oder 
nicht alle aus ihr gebildeten Reihen konvergieren. Wir nennen Summen- 
bereich einer summierbaren Zahlenmenge die Gesamtheit aller derjenigen 
Zahlen, die sich als Summe einer aus den (sämtlichen) Zahlen der ge- 
gebenen Menge gebildeten Reihe darstellen lassen. 


$13. Unbedingte Summierbarkeit. 
Ist © ein abzählbares System reeller, nicht negativer Zahlen, 


(2.) oGtat.+o,+ 
eine aus allen Elementen von Ü gebildete Reihe, und wird 
(3.) oGt+a+t + +0,=8, 


gesetzt, so stellen die Summen s, Elemente des Systems C, der Partial- 


summen dar. Hat man ferner irgendeine Partialsumme ?, so haben die 
in dieselbe eingehenden Elemente aus C' innerhalb der Reihe (2.) bestimmte 
Indizes, von denen, da es sich um eine endliche Anzahl handelt, einer der 
größte ist. Ist % dieser größte Index, so enthält s, alle Summanden aus i, 
und es wird s,. >t. Daraus folgt, daß das System C, aller Partialsummen 
und das System der Partialsummen s, entweder beide nach oben unbe- 
schränkt sind oder beide dieselbe obere Grenze haben. Im ersten Fall 








160 Steinitz, bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme. 


kann kein lim s, existieren, während im zweiten lim s, existiert und gleich 
=» 


dieser oberen Grenze ist. Das besagt, da die "Anordnung ‚der Elemente 
der Reihe (2.) willkürlich war: 

Ein abzählbares System Ü reeller, nicht negativer Zahlen ist entweder 
überhaupt nicht summierbar oder unbedingt summierbar, je nachdem das 
System CO, der Partialsummen (nach oben) unbeschränkt oder beschränkt ist. 
Im zweiten Fall ist der Summenbereich von Ü eine einzige Zahl, nämlich die 
obere Grenze von Üy.. | 

Ist © ein abzählbares System reeller Zahlen und C,, nicht absolut 
beschränkt, so müssen entweder die positiven oder die negativen Zahlen 
aus Ü ein System bilden, dessen Partialsummen nach oben bzw. unten 
nicht beschränkt sind. Man zeigt dann in bekannter Weise, daß die Ele- 
mente aus Ü zu einer divergenten Reihe angeordnet werden können, daß 
also Ü nicht unbedingt summierbar ist. — Es sei jetzt C, absolut be- 
schränkt, s’ die obere, s”” die untere Grenze von Ü,, 

oGtG+'++0,+ 
eine beliebige aus den Elementen von (Ü' gebildete Reihe, und es habe 
wieder s, die unter (3.) angegebene Bedeutung. Wird dann mit s, die 
Summe der positiven, mit s/ die Summe der negativen Elemente aus s, 
bezeichnet, wobei, wenn solche Elemente fehlen, die betreffende Summe 


gleich 0 zu setzen ist, so ist 


(4.) ,=,+ 85%; (=0,1,...) 
0) REITER 


Ist £ irgendeine Partialsumme von C, so kann man p so wählen, 
daß alle in £ eingehenden Elemente aus C auch in s, auftreten. Dann 
aber ist , >t>s/. Hieraus, und weil jedes s, und jedes s, eine Partial- 
summe darstellt, folgt, daß die obere Grenze von C,, zugleich obere Grenze 
aller s), die untere Grenze von Ü, untere Grenze aller s, wird. Unter 
Berücksichtigung von (4.) und (5.) erhält man also lim s, = s’, lim s) = s” 


y=n p=@ 


und daraus 


lim ,= ” +8”, 
nk) 


Das besagt: Für die unbedingte Summiverbarkeit eines Sysiems Ü von reellen 
Zahlen ist notwendig und hinreichend, daß das System U, der Partialsummen 
absolut beschränkt ist. Der Summenbereich von Ü besteht dann aus einer 
einzigen Zahl, nämlich aus der Summe der oberen und unteren Grenze von Ü,. 
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Wir betrachten nun ein abzählbares System FT von komplexen 
Zahlen und eine aus den sämtlichen Zahlen von FT gebildete Reihe 


(6.) rt 

Ist dann 5 eine beliebige komplexe Zahl, so konstituieren die Glieder 
der Reihe 

(7.) Er 
das reelle System £f. Die Reihe (6.) ist konvergent, wenn die Reihe (7.) 
für jedes $& konvergiert; sie ist unbedingt konvergent, wenn die Reihe (7.) 
für jedes $ unbedingt konvergiert. Anders ausgedrückt: Damit das System 
Tr unbedingt summierbar ist, ist notwendig und hinreichend, daß für jeden 
Wert von $ das reelle System $T unbedingt summierbar ist. Dazu ist 
aber erforderlich, daß das System der Partialsummen von £T d.i. ZT, 
für jeden Wert von & absolut beschränkt ist, und das ist dann und nur 
dann der Fall, wenn F, selbst absolut beschränkt ist ($ 6.). 

Wir setzen jetzt FT, als absolut beschränkt voraus, bezeichnen für 
jedes & mit 9 ($) die obere Grenze von ZT, und setzen 


(8.) 7) —gl—8)= his), 
(9.) h(&,) &7 Be 2 h(&,)&n = 0, 
so daß o eine durch das System F an sich vollständig bestimmte Zahl ist. 


Nun ist A(5) die Summe der oberen und unteren Grenze von $T,; man 
erhält daher als Summe der unbedingt konvergenten Reihe (7.) 


(10.) ystnstetnsSte=hl). 
Aus (10.) folgt weiter | 
Yeti tat = hle)e,, de1,...n) 


hieraus unter Benutzung der Identität (y&a)&+ ++ (ya)! =y und der 
Gleichung (9.) 
ytyıt"tyt-=o 
und unter Berücksichtigung von (10.) 
(11.) h(&) = 08. 

Die Zahl o, die sich als Summe des beliebig angeordneten Systems F 
ergibt, hat eine einfache geometrische Bedeutung, die aus der Betrachtung 
der kleinsten die Punktmenge 2f, enthaltenden konvexen und abge- 
schlossenen Punktmenge 2T/’, hervorgeht. Diese Menge wird nach $ 11, 
Satz 3. von den Punkten gebildet, die allen 2f, enthaltenden Halbräumen 
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gemein sind. Nun wird ein Halbraum von allen Punkten 5 erfüllt, die 
einer Ungleichung von der Form 

(12.) de <e 
genügen, wo Ö eine Richtung oder auch eine beliebige von 0 verschiedene 
komplexe Zahl bezeichnet. Da nun die obere Grenze von 2dTr, durch 
2g9(d) gegeben wird, so enthält der durch (12.) dargestellte Halbraum die 
Punktmenge 2f, dann, wenn c>2g(d) ist. Ein Punkt 7 gehört daher 
dann und nur dann der Menge 2T,, an, wenn für jeden Wert von d 

(13.) In <2g9(0) 
ist. Setzen wir n—0=£,so wird mit Benutzung der Gleichungen (8.), (11.) 

don=do+Id5=05+h(d) =IE+ g(d)— g(— 0), 

und die Ungleichung (13.) geht über in 

(14.) IE <g()+ 9-0). 
Diese Ungleichung muß also für jeden Wert von d bestehen, wenn der 
Punkt n=0-+ 5 der Menge 2T/, angehören soll. Stellen wir die Bedingung 
dafür auf, daß der Punkt o—5 der Menge 2T}, angehört, so haben wir 
in (14.) —£ an die Stelle von $ zu setzen. Da d jeden beliebigen Wert 
haben kann, so dürfen wir überdies — ld an Stelle von d schreiben. Dann 
erhalten wir aber genau wieder die Bedingung (14.). Wenn also von zwei 
Punkten o-+5, o—£,.d.h. von zwei Punkten, deren Verbindungsstrecke 
den Punkt o zum Mittelpunkt hat, der eine der Punktmenge 2T}, ange- 
hört, so gehört auch der andere dieser Punktmenge an. Dies besagt aber 
nichts anderes, als daß o Mittelpunkt von 2T,, ist. 


Ebenso ist natürlich 7 Mittelpunkt von FT}. Da zu den Partial- 


2 
summen von F auch die Zahl 0 gehört, so ist S—5 und darum auch 
= + 5 = o in FT), enthalten. Als Mittelpunkt der konvexen Punktmenge 


2T,, gehört der Punkt o natürlich auch dieser an. Einen zweiten Mittel- 
punkt kann 2T, nicht haben. Denn wäre 0’= o-+r ein solcher, %k eine 
ganze Zahl, so würde, falls o + kr Punkt von 2f » wäre (was für k=0,k=1 
zuträfe), auch o0—kt=0"— (k+1)r und darum auch 0’ +(k+1)r 
—-0+(k+2)r Punkt von 2f/ sein. Es würde also 2T/ alle Punkte 
o+ kr mit ganzzahligem k (wegen der Konvexität auch alle Punkte o+ kr 
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mit reellem %, also die Punkte der Verbindungsgeraden von o und 0’) 
enthalten. Dies ist aber nicht möglich, weil die Punktmenge 2T}, absolut 
beschränkt ist. Wir erhalten also folgendes Resultat: 

Für die unbedingte Summierbarkeit eines Systems T von komplexen 
Zahlen ist notwendig und hinreichend, daß das System T,„ der Partialsummen 
absolut beschränkt ist. Ist diese Bedingung erfüllt, so besteht der Summen- 
bereich von T aus einer einzigen Zahl o. 0 ist (einziger) Mittelpunkt der 
kleinsten das System 2T,, enthaltenden konvexen und abgeschlossenen Punkt- 
menge 2T,..*) 

$ 14. Summierbarkeit und Summenbereich. 

Die Frage nach der Summierbarkeit und dem Summenbereich einer 
abzählbaren Menge FT von komplexen Zahlen findet ihre vollständige Be- 
antwortung in dem folgenden Satze: 

A) Damit das abzählbare System T summierbar vst, ist notwendig 
und hinreichend, daß T elementar und das System T, der Partialsummen 
symmetrisch ausgedehnt ıst. Ist diese Bedingung erfüllt, und ist r die 
Klasse von T,, so besitzt die Punktmenge 21T, (ebenso wie T,) Mütel- 
punkte, die insgesamt eine r-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit erfüllen. 
Diese Mannigfaltigkeit stellt den Summenbereich von T dar. 

Zunächst ist leicht zu sehen, daß die in Satz A) für die Sum- 
mierbarkeit angegebenen Bedingungen notwendig sind. Denn wenn das 
System FT summierbar und 

(15.) eat 
eine aus den sämtlichen Elementen von F gebildete konvergente Reihe 
ist, so folgt ın bekannter Weise, daß limy,=0, also FT ein elementares 


p=» 
System ($ 12) ist. Ferner ergibt sich die Konvergenz der reellen Reihe 
(16.) ystynsteertnite 


für jedes 5. Diese Konvergenz könnte nicht stattfinden, wenn man bei 
der Zerlegung der Reihe (16.) in ihren positiven und negativen Bestandteil 
eine konvergente und eine divergente Reihe erhielte oder, was offenbar 
dasselbe besagt, wenn das System äT, der Partialsummen nach der einen 





*) Im Falle n=2, also bei den gemeinen komplexen Zahlen, ist der Umfang 
des Flächenstückes T% gleich der doppelten Summe der absoluten Werte der Zahlen 
aus T. 


21” 
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Seite beschränkt, nach der andern unbeschränkt wäre. Wählt man für & 
eine Zahl vom absoluten Werte 1, so ist damit gezeigt, daß T, nach den 
beiden Richtungen &,— $ beschränkt oder nach beiden unbeschränkt ist. 
Tr, ist also ein System von symmetrischer Ausdehnung. 

Nehmen wir jetzt an, T erfülle die beiden als für die Summier- 
barkeit notwendig erwiesenen Bedingungen, und bezeichnen wir mit r die 
Klasse des symmetrisch ausgedehnten Systems F,, mit M das System der 
Zahlen $, für welche ff, beschränkt ıst. Dann ist M ein Modul von der 
Dimension n— r, der zu M komplementäre Modul N hat die Dimension r. 

Ist r=0, so ist F,„ absolut beschränkt. Für diesen Fall haben 
wir im vorigen Paragraphen gezeigt, daß T summierbar, der Summen- 
bereich von F ein einziger Punkt (also eine O-dimensionale Mannigfaltig- 
keit) und dieser zugleich einziger Mittelpunkt von 2T,, ist. Damit ist 
aber die Richtigkeit des Satzes A) für den Fall r= 0 erwiesen. 

Ist r=n, so ist F, total unbeschränkt; daher umfaßt FT}, ebenso 
2T,, alle Punkte des Raumes ($ 11, Satz 2). Dann ist aber auch jeder 
Raumpunkt Mittelpunkt von 2f,; die Mittelpunkte erfüllen eine n-dimen- 
sionale lineare Mannigfaltigkeit. Was noch zu beweisen übrig bleibt, ist 
die Behauptung: 

B) Ist T elementar, FT, total unbeschränkt, so kann jede Zahl 
als Summe einer aus den sämtlichen Elementen von T gebildeten Reihe 
dargestellt werden. 

Wir wollen jetzt 0<r<<n annehmen. 

Die beiden komplementären Moduln M,N haben nur die Zahl 0 
gemein, und jede Zahl & läßt sich, und zwar auf eine einzige Weise als 
Summe. zweier Zahlen darstellen, von denen die eine zu M, die andere zu 
N gehört ($ 5). Wir nennen diese beiden Summanden die u- und die 
v-Komponente von $ und bezeichnen sie mit ä, und $,, so daß die Gleichung 


c 
| =$,+$8 
identisch besteht. Für beliebige Zahlen &,» gelten ferner die Identitäten 
(17.) 5m =0, Sn=bnt m. 
Speziell hat man $°= (£,)”+ ($,)” und darum 
(18.) >, TE: 


Nimmt man mit jeder Zahl aus F die Zerlegung in ihre beiden 
Komponenten vor, und bezeichnet man mit T,=A das System der u-, 
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mit F,= B das System der v-Komponenten, so stellen A, und B, die Systeme 
der u- bzw. v-Komponenten von f, dar. Bedeutet Öd irgendeine komplexe 
Zahl, also d, eine Zahl aus M, so ergibt sich aus (17.), daß d,T mit d„A 
identisch ist, und in gleicher Weise ergeben sich die weiteren hier auf- 
geführten Identitäten: 

OA =0d,A =d,T, dB=0d,B=d,f, 

JA,„= O Ay = VAT 08, = 0,B, = d,T,. 

Aus den allgemeinen Ungleichungen (18.), und weil das System FT als 
elementar vorausgesetzt wurde, folgt, daß auch A und B elementare Systeme 
sind. Wir wissen ferner, daß das System £T, beschränkt ist oder nicht, 
je nachdem & dem Modul M angehört oder n’cht. Aus den Identitäten 
(19.) ist daher zu ersehen, daß das System dA, bei beliebiger Wahl von 
ö beschränkt ist, das System JB,„= 0,B, aber nur dann, wenn d zu M 
gehört, also d,= 0 ist. A, ist deshalb absolut beschränkt, und es folgt, 
daß A unbedingt summierbar ist und, zu einer Reihe angeordnet, stets 
dieselbe Summe o liefert, wobei der Punkt o=o, einziger Mittelpunkt 


(19.) 


von 2A, ist ($ 13.). — Bezeichnen wir mit g(d) die obere Grenze von 
ÖA,, so zeigt (19.), daß 
(20.) 9) = g(0,) 


und gleich der oberen Grenze von Ö,T, ist. 
Die Punkte $, welche einer Ungleichung von der Form 
JE <c (d + 0) 

genügen, erfüllen einen Halbraum. Soll dieser Halbraum die Punktmenge 
2r, enthalten, so muß d‘ dem Modul M angehören und e>2g(0) sein. 
Da die kleinste 2T, enthaltende konvexe und abgeschlossene Punktmenge 
2r,, der Durchschnitt aller 2T, enthaltenden Halbräume ist, so folgt, daß 
der Punkt & der Punktmenge 2T/}, angehört, wenn die Bedingung 

(21.) 0,E<2g(0) 
für jeden Wert von d erfüllt ist. Aus d,$=d,5, ergibt sich weiter: 


& ist dann und nur dann Punkt von 2f,, wenn &, dieser Menge ange- 

hört. — Soll ein Punkt & dem Durchschnitt von 2T,}, mit dem Modul M 

angehören, so muß neben der Ungleichung (21.) noch die Gleichung $= £, 

bestehen. Dann aber ist d,5=0d,5+0d,5= 08, und (21.) geht über in 
(22.) IE <2g(0). 

Ist andererseits diese Ungleichung für jeden Wert d erfüllt, so folgt aus 
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ihr und (20.) (indem man 0‘, für d setzt) zunächst wieder die Ungleichung 
(21.). Weiter aber folgt aus (22.), wenn man £&, für d einsetzt und be- 
achtet, daß das System $,A, nur aus Nullen besteht und demgemäß 
9(5,) = 0 ist, 
5=8,5<2g($,)=0, 

also 5,=0,5=5,. Die Bedingung (22.) ist daher gleichwertig mit den 
beiden Bedingungen 0,5<2g(d),5=5,. Zu der Ungleichung (22.) wird 
man aber auch sofort geführt, wenn man die Bedingung dafür sucht, daß 
& der Punktmenge 2A‘, angehören soll. Es stellt also 2A} den Durch- 
schnitt von 2T/, und M dar, und wir können jetzt sagen: & ist dann und 
nur dann Punkt von 2T,, wenn £, Punkt von 2A,/, ist. 

Ein Punkt w ist Mittelpunkt von 2T,/,, wenn für beliebiges $ die 
Punkte + &,0-—£& beide zu 2T,, gehören oder nicht gehören. Diese 
Forderung ist nach den letzten Ergebnissen gleichwertig mit der Forderung, 
daß die Punkte w,+&,,0,—$, beide zu 2A,, gehören oder nicht gehören 
müssen. Dies ist wiederum der Ausdruck dafür, daß », Mittelpunkt von 
2A’, also gleich o sein muß. Daraus folgt, daß die Mittelpunkte von 2T}, die 
r-dimensionale Mannigfaltigkeit o + N konstituieren. 

Wird das System F zu einer Reihe 

(23.) re 
angeordnet, und werden mit «,, ?, die Komponenten von , bezeichnet, 
so ist die Reihe 

+ 0, + ...-+ @,+ ... 

konvergent, ihre Summe gleich o. Die Reihe (23.) konvergiert also, wenn 
die Reihe 

(24.) PTR VI RREIREE OR TUR 
konvergent ist. Die Glieder dieser Reihe konstituieren das dem Modul 
N angehörige System B. Falls also die Reihe (24.) konvergiert, ist ıhre 
Summe eine Zahl aus N, die Summe der Reihe (23.) gehört also der 
linearen Mannigfaltigkeit o +N an. Nun läßt sich aber der Modul N als 
ein System komplexer Zahlen mit r Einheiten &|,...e, ansehen. Man 
braucht nämlich für &,...e, nur irgendein System orthogonaler Rich- 
tungen aus N auszuwählen; dann läßt sich jede Zahl aus N auf eine Weise 
in der Form c,&1++:-+c,e/ darstellen, und es gelten für das Operieren 
mit diesen Zahlen alle die Regeln, welche wir in $1 und $ 3 (Definition 





Steinitz, bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme. 167 


des Produktes «# und des absoluten Wertes) für das Operieren mit den 
Zahlen von der Form c,&, + ++ c„e, festgesetzt hatten. Für jede von 0 
verschiedene Zahl Öd, aus N ist, wie gezeigt wurde, das System d,B, unbe- 
schränkt. 

Wir können also sagen, daß das System B,, innerhalb N betrachtet, 
total unbeschränkt ist. Da ferner das System B elementar ist, so folgt 
— sofern die Behauptung B) richtig ist —, daß sich B zu einer konver- 
genten Reihe anordnen läßt, deren Summe einen innerhalb N willkürlich 
vorgeschriebenen Wert hat. Damit wäre aber gezeigt, daß der Summen- 
bereich von F die ganze Mannigfaltigkeit o+ N umfaßt. Wir sehen also, 
daß wir, um den Beweis des Satzes A) vollständig zu erledigen, nur noch 
den Beweis für die Behauptung B) zu erbringen haben. Dieser Beweis 
ist freilich der einzige schwierigere Punkt in diesen Untersuchungen. Wir 
müssen demselben eine Reihe von Hilfssätzen vorausschicken. 

$15. Hilfssätze zum Beweise der Behauptung B). 

1. Läßt sich die Zahl y aus den Zahlen «,,... ce, mit Koeffizienten 
komponieren, die zwischen 0 und 1 liegen, besteht «also eine Gleichung von 
der Form 

235.) am ++ +a,e, 0O<a1<1,..0<a,<1), 
so gibt es unter den Gleichungen dieser Art auch solche, in denen nicht 
mehr als n Koeffizienten einen von O0 und 1 verschiedenen Wert haben. 

Beweis: Wenn in der vorgelegten Gleichung (25.) mehr als n 
Zahlen « einen von O0 und 1 verschiedenen Koeffizienten haben, so kann 
man aus diesen Zahlen « n+ 1 oder weniger als n-+ 1 solche auswählen, 
zwischen denen eine lineare Relation mit nicht verschwindenden Koeffi- 
zienten besteht. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit dürfen wir an- 
nehmen, daß die ersten r (r<n-+ 1) Zahlen & diese Eigenschaft haben, 
daß also 

0<za,<L1,..0<a,<i(lsr<ntN) 
ist und eine Gleichung 
(26.) bat: +b,,=0(6,+0,...5,+0) 
besteht. Aus (25.), (26.) folgt für beliebiges x 
(27.) = (br), ++ ++(a,—b2) + 441%41 4° ++ a,g,. 


Der Koeffizient —b,2 (i=1,...r) liegt zwischen 0 und 1, wenn z zwischen 


und bee liegt. Diese beiden Zahlen sind +0 und haben verschiedenes 


b; b; 
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Vorzeichen. Bezeichnen wir die positive mit c,, die negative mit —d, 
mit ce bzw. d die kleinste der Zahlen ce, bzw. d, @=1,...r), und setzen 
wir <=c oder = —d, so liegen in (27.) die Koeffizienten von @,,... a, 
sämtlich zwischen 0 und 1, von den Koeffizienten der Zahlen «,,...«, ist 
aber wenigstens einer gleich O0 oder gleich 1. Die Anzahl der von 0 und 
1 verschiedenen Koeffizienten ist also in (27.) sicher kleiner als in (25.). 
Ist sie noch immer größer als n, so können wir den Schluß wiederholen 
und gelangen so zum Beweise unseres Satzes. 
2. Besteht zwischen den Zahlen a,,...«, eine Gleichung 

(28.) a, + +++ a,a,=0, 

in welcher die p Koeffizienten den beiden Bedingungen genügen: 

1) sie liegen alle zwischen 0 und 1 (die Grenzen eingeschlossen ), 

2) nicht mehr als 2n von ihnen sind von 1 verschieden*), 
so ist es möglich, aus den Zahlen «,,... a, eine solche auszuscheiden, daß 
zwischen den zurückbleibenden wieder eine Gleichung besteht, deren p—1 Koeffi- 
zienten den Bedingungen 1) und 2) genügen. 

Beweis. Wir bezeichnen mit % die Anzahl derjenigen Koeffizienten 
in (28.), die von 0 und 1 verschieden sind. Der Bedingung 2) gemäß 
ist k<2n. Falls k>n ist, nehmen wir wieder unbeschadet der Allge- 
meinheit an, daß die ersten k Koeffizienten von O0 und 1 verschieden sind. 


Setzen wir 


(29.) | yzdıdı ++ 4,0, 
so folgt aus Satz 1., daß auch eine Gleichung 
(30.) vyzac+t'++ are 


besteht, in welcher alle Koeffizienten a’ zwischen 0 und 1 liegen und 
höchstens » unter ihnen von O0 und 1 verschieden sind. Aus (28.), (29.), 
(30.) folgt die Gleichung 

| aut ++ + Hr tt a,0,=0, 
deren » Koeffizienten wieder die Bedingungen 1) und 2) erfüllen, überdies 
aber noch die folgende: 

3) nicht mehr als n von ihnen sind von 0 und 1 verschieden. 

Wir können daher bei der Fortsetzung unseres Beweises annehmen, 
daß die p Koeffizienten in (28.) den Bedingungen 1), 2), 3) genügen. 





*, Ist p<2n, so existiert eine solche Gleichung immer, da wir den Fall, 
daß in (28.) alle Koeffizienten verschwinden, nicht ausschließen wollen. 
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Wenn nun ein Koeffizient a, verschwindet, so stellt die Gleichung (28.) 
selbst, wenn wir das Glied mit «, streichen, die Gleichung zwischen den 
übrigen Zahlen & dar, deren Existenz unser Satz 2. behauptet. — Wir 
brauchen uns also nur noch mit dem Fall zu beschäftigen, daß in (28.) 
alle Koeffizienten positiv sind. Aus 3) folgt jetzt, daß höchstens n Koeffi- 
zienten von 1 verschieden sind. Dividieren wir Gleichung (28.) durch 
G + +++ a,, so sehen wir, daß sich die Zahl 0 aus den Zahlen «,,...«, 
mittels positiver Koeffizienten von der Summe 1 komponieren läßt. Dann 
aber folgt ($ 10, Satz 2.), daß man unter den Zahlen « n +1 oder 
weniger als n -+ 1 solche finden kann, aus denen sich die 0 mittels posi- 
tiver Koeffizienten komponieren läßt. Wir denken uns diese Zahlen « 
wieder an den Anfang gestellt, haben dann also eine Gleichung von der Form 
bt + +b,e,=0 (b,>0,...b6,>0; 1<r<n-+]). 
Aus dieser und (28.) folgt 


(31.) (, —b,2)e, +++ (a, —b,2)@,+ 4,,10%,;1 ++ +a,a,=0 
bei beliebigem x. Von den Koeffizienten ın (28.) sind höchstens n, von 


den Koeffizienten in (31.) also höchstens 2» +1 von 1 verschieden. Nehmen 
a, a, 
ala u 


zienten zwischen 0 und 1, und wenigstens einer von ihnen, etwa der von 


wir für & die kleinste der Zahlen so liegen in (31.) alle Koeffi- 


o;, ist 0. Lassen wir jetzt in (31.) das Glied mit «, fort, so haben wir 
eine Gleichung zwischen den übrigen Zahlen «, welche den Bedingungen 
1) und 2) genügt. — Damit ist Satz 2. bewiesen. 

3. Bezeichnet A ein System von p Zahlen a&,,...a,, so besteht A, aus 
allen Zahlen, die sich aus «a,,... a, mittels Koeffizienten komponieren lassen, 
die zwischen 0 und 1 liegen. *) 

Beweis: Wir bezeichnen mit FT das System aller Zahlen von der Form 


y=G%G+t'+'+68, ((<a<s1,.0<0,<s1); 
unsere Aufgabe ist dann der Nachweis der Identität F=A,. — Zunächst 


erkennt man, daß A, in F enthalten ist, weil, wie man sofort sieht, jede 
Partialsumme aus A zu FT gehört und F konvex ist. Denn wenn 





*) Die geometrische Deutung des Satzes ist die, daß man A, als Projektion 
eines ?-dimensionalen Parallelepipeds auffassen kann, wobei die Elemente von A, 
die Projektionen der Ecken werden. 


Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 2. 2) 
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y=za+'++00a (0<a<1,..0<e,<I1), 

y=aa+ + +9ea (0<a<l1l,..0<g,<I) 
Punkte aus F sind und d zwischen y und y’ liegt, so hat man 

| d=ay+ (l1-a)y ((<a<si1), 

also 

d= (ac, + (l—a)c)e, +++ (ac, + (1—a)c,)a,; 
wobei 

0<(as + (l1—a)eg) <a+(l—a)=1 (i=1,...p) 
ist. J ist also Punkt von F. — Es bleibt noch zu zeigen, daß A, alle 
Punkte aus F enthält. Diesen Nachweis führen wir durch Induktion. Im 
Falle 9=1 besteht A, aus den beiden Punkten 0 und «,, A, also aus den 
zwischen 0 und «, gelegenen Punkten, d.h. aus allen Punkten ce, «a, (0<c,<]1l), 
wie es unser Satz behauptet. Ist p>1, so bezeichnen wir mit B das 
aus den Punkten «,,...@,_, bestehende System. Dann ist als erwiesen 
anzusehen, daß B, alle Punkte 7’ von der Form 
Y=a% +++ 09,3%, ((<a<l1,..0<g,<]N) 

umfaßt. Das System A, besteht aus den Punkten der beiden Systeme 
B, und B,+ e,; in A, sind daher alle Punkte von B,, ebenso alle Punkte 
der kleinsten konvexen B,-+ «, enthaltenden Punktmenge, d.i. B,+«,, 
enthalten. Ist nun 

y-1%+'++00,(0<a<s1,..0<e,<]) 
irgendein Punkt von f, so gehört 

Y=aa+ ++ 01% 

dem System B,, y’+«, dem System B,+.«, an. Beide Punkte sind 
demnach in A, enthalten, und da A, konvex ist, so ist auch der zwischen 
y' und y’+ «, gelegene Punkt (1— c,)y’+c,(y'+«e,)=y’+ c,a,=y Punkt 
von A,. Damit ist Satz 3 bewiesen. 

I. Ist A ein endliches oder unendliches System komplexer Zahlen, 
deren absolute Werte die positive Zahl m nicht überschreiten, so gibt es zu 
jeder Zahl y aus A, wenigstens eine Zahl o aus A,, für welche 

z-ol<nm 


wird.*) 


*) Man kann noch ‚weitergehen und die angegebene Zahl nm durch 4 Yn - m 
ersetzen. Dies ist die kleinste Zahl, für welche der obige Satz noch‘ allgemein 
richtig ist. 
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Beweis: Es sei y eine Zahl aus A,. Dann kann man ($ 10, Satz 4.) 
ein System T von n-+1 oder weniger als n+1 Zahlen aus A, finden 
derart, daß y der Punktmenge FT angehört. Jedes Element aus F ist 
eine Summe von endlichvielen Elementen aus A. Daher gibt es ein 
endliches Teilsystem B von A derart, daß B, alle Elemente aus F enthält. 
y gehört dann der Punktmenge B, an. Es bestehe B aus den Zahlen 
&,...@,. Dann ist nach Satz 3. 7 in der Form 


p 
(32.) y-aı +. +0, (0<sa<l,..0<e,<IH€) 
darstellbar, und nach Satz 1. dürfen wir voraussetzen, daß unter den 
Koeffizienten ce in (32.) nicht mehr als n von O0 und 1 verschieden sind. 
Setzen wir jetzt 
y-0+Tr, 
wo o diejenigen Glieder aus (32.), deren Koeffizient 0 oder 1 ist, 7 die 
übrigen umfaßt, so stellt o eine Partialsumme des Systems A dar, x be- 
steht aus höchstens n Gliedern c,&; und da oe; <m, 0<«a,<l ist, 
folgt |T < nm, also 
y-oı<nm, 

w. z. b. w. 

4. Hat man eine endliche Anzahl komplexer Zahlen, deren absolute Werte 


m sınd und deren Summe 0 ist, so lassen dieselben eine solche Anordnung 


Mrisru, 
zu, daß die absoluten Werte der Zahlen 


sämtlich Z2nm sind. 

Beweis: Nach Voraussetzung besteht zwischen den gegebenen Zahlen, 
deren Anzahl p sein möge, eine lineare Relation, in welcher alle Koeffi- 
zienten gleich 1 sind, also den Bedingungen 1) und 2) des Satzes 2. ent- 
sprechen. Nach diesem Satze können wir daher aus den gegebenen Zahlen 


nacheinander erst eine Zahl — sie heiße «, —, dann eine zweite Zahl 
— sie heiße @, , — usf. fortlassen in der Weise, daß jedesmal zwischen 
den noch übrigen Zahlen «,,...«, wieder eine Relation besteht, deren 


Koeffizienten den Bedingungen 1) und 2) genügen. Ziehen wir diese 
zwischen «,,... & bestehende Relation von der Gleichung (33.) ab, so 
erhalten wir rechts o,, während auf der linken Seite höchstens 2n Glieder 


(mit nicht verschwindenden Koeffizienten) übrig bleiben. Jedes dieser 
22* 
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Glieder hat die Form o@,, wo 0<4,<1l,|,|<m ist. Hieraus folgt 
0, <2nm, wie behauptet wurde. 
Hat man ein System A von p Zahlen, deren absolute Werte < m 


sind, und hat ihre Summe o einen absoluten Wert < gm, wog eine natür- 


liche Zahl bedeutet, so erhält man, indem man noch g-mal die Zahl — . 


hinzunimmt, ein System B, dessen Zahlen absolut wieder <m sind und 
die Summe 0 haben. Die Zahlen von B kann man nach Satz 4. zu einer 
solchen Folge 


(34.) RE 
anordnen, daß die absoluten Werte der Summen 
(35.) Pt ++Pr (r=1,...p+0 


<2nm sind. Läßt man aus der Folge (34.) wieder die g Zahlen — = - Tort, 


so bleibt das System A in einer solchen Anordnung 


en 2 
zurück, daß jede Summe 

(36.) 4 +:.++0, (k=1,...p) 
aus einer Summe (35.) durch Fortlassung von höchstens g Zahlen — 2 


erhalten werden kann. Daraus folgt, daß die absoluten Werte der Summen 
(36.) die Zahl 2nm+ A also auch die Zahl (2n» +g)m nicht über- 


schreiten können, und wir erhalten den Satz: 

II. Hai man eine endliche Anzahl komplexer Zahlen, deren absolute 
Werte < m sind, und hat ihre Summe o einen absoluten Wert <gqm, wo q 
eine ganze nicht negative Zahl bedeutet*), so lassen die gegebenen Zahlen eine 
solche Anordnung 


0 yo, q, 
zu, daß die absoluten Werte der Summen | 
= + ++ 0, (k=1,...p) 


sämtlich <(2n + q)m sind. 

$16. Beweis der Behauptung B). 

Auf Grund der Sätze I, II des vorigen Paragraphen ist der Beweis 
für die Behauptung B) leicht zu erbringen. Es sei also jetzt T ein ele- 





” Man sieht leicht, daß die Beschränkung auf einen ganzzahligen Wert nicht 
nötig ist, 
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mentares abzählbares System komplexer Zahlen, FT, total unbeschränkt. 
Dann ist zu zeigen, daß sich F zu einer konvergenten Reihe von beliebig 
vorgeschriebener Summe anordnen läßt. 

Zunächst ist klar, daß, wenn man aus FT endlichviele Elemente 
fortläßt, die Partialsummen des zurückbleibenden Systems B noch immer 
total unbeschränkt sind. Daraus folgt, daß B, alle Punkte des Raumes 
umfaßt, und hieraus, wenn o einen beliebigen Punkt, g die obere Grenze 
der absoluten Werte der Zahlen aus B bedeutet, daß es eine Partialsumme n 
des Systems B gibt, welche der Bedingung |o — n|<{ng genügt ($15,]). 
Von dieser Partialsumme können wir überdies verlangen, daß sie ein 
gegebenes Element £ aus B (als Summanden) enthält. Denn wir können 
ja aus den übrigen Elementen von B eine Partialsumme n’ herausgreifen, 
welche der Bedingung |(o — %) —n’/<ng genügt. Dann besitzt die Partial- 
summe z= + n’ die verlangten Eigenschaften. 

Wir denken uns nun eine beliebige Anordnung 

(37.) Ya Yysärı Yanns- 

des Systems F zugrunde gelegt und wollen aus dieser eine bestimmte 
neue Anordnung herleiten, bei welcher die Summe nach einem vorgeschrie- 
benen Wert o konvergiert. Zu diesem Zweck nehmen wir mit den Partial- 
summen eine Numerierung vor. (Das leere System lassen wir beiseite.) 
Als Nummer einer Partialsumme rn bezeichnen wir die natürliche Zahl, 
welche wir erhalten, wenn wir jeden Summanden y, durch 2” ersetzen. 
Da jede natürliche Zahl sich auf eine Weise im dyadischen System schreiben, 
d. h. als Summe verschiedener Potenzen von 2 mit ganzen, nicht negativen 
Exponenten darstellen läßt, so ist jede natürliche Zahl Nummer einer be- 
stimmten Partialsumme. Auf diese Anordnung der Partialsummen nehmen 
wir im folgenden Bezug. 

Bezeichnen wir mit g, (k=0,1,... in ınf.) die obere Grenze der 


Zahlenmenge 
ö YAlblYantı 15 | 
so ıst 
Ben «>09, HZ Ir: (k=0,1,...) 
(39.) lm ,=0, 


und es gibt unter den Partialsummen z, die y, enthalten, solche, welche 
der Bedingung |n— 0 <ng, genügen. Die erste Partialsumme, welche 
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diese Eigenschaft besitzt, sei mit 7, bezeichnet, mit FT, das System, welches 
zurückbleibt, wenn aus T die in , eintretenden Elemente fortgelassen 
werden. Die obere Grenze der absoluten Werte der Elemente von F, ist 
dann <g,. Wir können daher aus f, eine Partialsumme rı herausgreifen, 
welche das erste Element von FT, enthält und der Bedingung |n,+ n — 0\<ng, 
genügt. Es sei z, die erste solche Partialsumme, FT, das System, welches 
zurückbleibt, wenn wir aus F, die Elemente von r, entfernen, n, die erste 
Partialsumme aus T,, welche das erste Element von T, enthält und der 
Bedingung |, + rn, +7, — 0 <ng, genügt usf. Wir erhalten so eine Folge 


von Partialsummen 
Tg; 7, To; ... 


von der Beschaffenheit, daß jedes Element aus FT in einer und nur einer 
dieser Partialsummen auftritt und daß 


(40.) um +++ +m,—0|<ng, (k=0,1,...) 
ist. Aus m = (+, +++, —-0)—- (m, +n,+ +7, 1 — 0) und (40.) 
folgt 

(41.) 1, <Nn(g+ HM) < 2NngI-—ı- (k=1,2,...) 


Es sei 9, die Anzahl der Summanden, aus denen sich rn, zusammen- 
setzt. Ist dann k>1, so folgt aus (41.) und $ 15, II, da die in n, ent- 


eine solche Anordnung 


(42.) Yan Yarı +++ Yapy 
geben kann, daß die Ungleichungen 
(43.) YutY/et "+ yYu|l<4ng-ı (=1,... pp) 


bestehen. Natürlich kann es mehrere Anordnungen dieser Art geben. Um 
eine bestimmte zu fixieren, denken wir uns die p,! Permutationen der 
Elemente aus r, lexikographisch angeordnet, wobei die Anordnung (37.) 
die Rolle des Alphabets spielen soll, und nehmen an, daß die unter (42.) 
angegebene Permutation die erste ist, welche den Bedingungen (43.) genügt. 
Die Elemente von z, nehmen wir in der Anordnung an, die sie in (37.) 
haben. So erhalten wir eine bestimmte Anordnung der Elemente von F 
zu einer unendlichen Reihe 

(4) at ty tut t/n tt tut rt jat: 
Bezeichnet o, die Summe des mit dem Gliede y,„ schließenden Abschnitts 
dieser Reihe, so folgt aus (40.), (43.), falls k>1 ist, 
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GH — 0 <5nH 
und hieraus und aus (39.) ergibt sich, daß die Reihe (44.) konvergiert 
und die Summe o hat. 

Hiermit ist nun auch der Satz A) vollständig bewiesen, und wir 
sehen, daß der Summenbereich eines Systems komplexer Zahlen immer 
eine lineare Mannigfaltigkeit sein muß. — Um zu zeigen, daß jede lineare 
Mannigfaltigkeit als Summenbereich auftreten kann, braucht man die vor- 
angehenden Entwicklungen nicht; vielmehr ergibt sich dies leicht aus dem 
Riemannschen Satze, nach welchem ein reelles abzählbares und elementares 
System, dessen Partialsummen nach oben und unten unbeschränkt sind, das 
ganze reelle Gebiet zum Summenbereich hat. Es bezeichne nämlich C ein 
solches System, A irgendein unbedingt summierbares System von der Summe 1. 
Ist dann eine beliebige Mannigfaltigkeit A gegeben, so kann man A=0-+N 
setzen, wo N der zu A parallele Modul ist und o dem zu N komplemen- 
tären Modul angehört. Ist r die Dimension von N, und stellen die r 
orthogonalen Richtungen &,...e eine Basis von N dar, so zeigt eine ein- 
fache Überlegung, daß die r+1 komplexen Zahlsysteme Ao, Ce, ... C& 
insgesamt ein abzählbares System T konstituieren, welches summierbar ist 
und die Mannigfaltigkeit o+N=A zum Summenbereich hat. 


(Fortsetzung folgt.) 
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Über die Randwertaufgabe der Strahlungstheorie 
und asymptotische Spektralgesetze. 


Von Herrn H. Weyl in Zürich. 





$1l. 

In einer letzthin in diesem Journal erschienenen Note*) habe ich 
mich unter dem Titel „Hohlraumstrahlung‘ mit der Integration der 
Schwingungsgleichung 

AN+IN= 0 (A = const.) 
in einem räumlichen Gebiet J beschäftigt, wenn an der Begrenzung DO von 
J für das gesuchte Vektorfeld U eines der beiden folgenden Systeme von 
Randbedingungen vorgeschrieben ist: 


1) M normal, = tangential; 


2) N tangential, = normal. 


n bedeutet die innere Normale an der Begrenzung, n=(X,Y,Z) den in 
Richtung derselben aufgetragenen Einheitsvektor, u, allgemein die in dieser 
Richtung genommene Komponente eines Vektorfeldes u. Der Buchstabe p 
soll wieder zur Bezeichnung der in J gelegenen Punkte dienen, der Buch- 
stabe o zur Bezeichnung der Punkte auf der Begrenzung von J. Ich 
habe diese beiden Probleme verglichen einerseits mit dem ‚‚dreidimensio- 
nalen Membranproblem“ 
du+4u=0 in J; u=0 an der Begrenzung, 


*) Bd. 141, S. 163—181. Diese Arbeit zitiere ich mit C II, die eng damit 
zusammenhängende Note auf S. 1—11 desselben Bandes mit C I. Außerdem habe 
ich öfter auf A = Math. Ann., Bd. 71, S. 441—479 zu verweisen. 
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andrerseits mit dem ‚akustischen Problem‘ 


duv+lu=0ın J; % = (0 an der Begrenzung, 


und festgestellt: 

Satz I. Das Problem 1) besitzt unterhalb einer beliebigen Grenze 
mindestens dreimal soviel Eigenwerte A wie das dreidimensionale Membran- 
problem. 

Satz II. Zu den Randbedingungen 2) gehören unterhalb einer be- 
liebigen Grenze höchstens dreimal soviel Eigenwerte A, als das akustische Pro- 
blem besitzt. 

Diese beiden Sätze sowie der a. a. O. geführte Beweis sind zutreffend; 
hingegen sind, worauf mich Herr Levi-Civita in einer Mitteilung aufmerksam 
gemacht hat, für die ich ihm zu großem Danke verpflichtet bin, die Rand- 
bedingungen 1) und 2) nicht diejenigen, welche für das Problem der Hohl- 
raumstrahlung maßgebend sind. In der Strahlungstheorie handelt es sich 
vielmehr darum, die Schwingungsgleichung 94€ + &= 0 [€ = Amplitude 
der elektrischen Feldstärke] unter den Oberflächenbedingungen 

1,) € normal, div €=0 
zu integrieren. Ich hatte geglaubt, in Anbetracht des Umstandes, daß € 
am Rande normal ist, die letzte Randbedingung durch die unter 1) ent- 


haltene ‚„Normalkomponente von => gleich 0“ ersetzen zu können. Hier 


liegt indes ein Irrtum vor. Ich möchte daher nochmals auf das Problem 
der Hohlraumstrahlung zurückkommen, zumal sich mir dadurch Gelegen- 
heit bietet, auch über einige Erweiterungen und Vereinfachungen meiner 
Methode zu berichten. 

Unter den Eigenwerten A von 1,) sind die sämtlichen Eigenwerte 
des dreidimensionalen Membranproblems mitenthalten; erst wenn man 


diese streicht, bleiben die Eigenwerte 4 = ( r) [e = Lichtgeschwindigkeit] des 


eigentlichen Strahlungsproblems übrig. Es liegt das daran, daß nicht nur 
an der Oberfläche, sondern im ganzen Innern von J die Bedingung 
div&=0 erfüllt sein muß [vgl. C II, 8. 175, 176). Die Zahlen v=cYA 
sind die Frequenzen der in dem Hohlraum J möglichen elektromagnetischen 
Eigenschwingungen, falls die Begrenzungen von J auf der dem Hohlraum 
zugewandten Seite als vollkommene Spiegel ausgebildet sind. 
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Die Grundlage für die Behandlung des Randwertproblems 1,) lieferi 
eine Identität, die eine gewisse Analogie zu der bekannten Greenschen Formel 


° 
(1.) grad u-grad v+ udv)dp = ur un, do 


darbietet. Sie lautet, wenn wir von der üblichen Bezeichnung der skalaren 
und vektorielen Multiplikation Gebrauch machen : 


(2.) (eur n-curld+divu-divv+ u-/b)dp = —/( [n,u]-curlv+ w„divdv)do. 
J D 
Indem man bei jeder einzelnen Verwendung der Greenschen Formel (1.) 


diese durch die neue Gleichung (2.) ersetzt, kann man die Schlüsse, durch 
welche ich in CI, $5 und C II, $$ 2, 3 Einsicht in die Eigenwertvertei- 
lung des akustischen Problems gewann, Schritt für Schritt auf 1,) über- 
tragen. Dabei werden sich also diese beiden Sätze ergeben: 

a) Die Schwingungsgleichung /&E+4&=0 hat unter den Ober- 
flächenbedingungen 1,) abzählbar unendlich viele Lösungen 

i=0, €&=6&(p). 

Die o,, die wir uns ihrer Größe nach geordnet denken, sind alle positiv; 
nur wenn J von mehr als einer, sagen wir von +1 getrennten Ober- 
flächen begrenzt wird, sind h dieser Eigenwerte = 0. Unterhalb einer be- 
liebigen Grenze liegen mindestens dreimal soviel o„ als Eigenwerte des 
dreidimensionalen Membranproblems, d. h. Satz I bleibt gültig, wenn die 
Randbedingungen 1) durch 1,) ersetzt werden. 

b) Es gilt das asymptotische Gesetz: 


Es ist mir aber inzwischen gelungen, die in C II, $$ 2, 3 verwendete 
Schlußweise (unter Wahrung des Grundgedankens) wesentlich zu verein- 
fachen. Dort hatte ich, um von den reziproken Eigenwerten d,„ des Kernes 
D=H-G einzusehen, daß sie (im zweidimensionalen Fall) stärker gegen 


0 konvergieren als =, D nach den Eigenfunktionen von H entwickelt und 


mich auf einen wichtigen Satz von E. Schmidt gestützt. Rascher und 
ohne solche Hilfsmittel gelangt man zum Ziel, wenn man einfach der Tat- 
sache, daß die Spur einer quadratischen Form gegenüber orthogonaler Trans- 
formation invariant ist, durch die Gleichung 


23° 
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&0,= /D(pp)dp 
J 


Ausdruck verleiht und berücksichtigt, daß alle ©, 0 sind. Im zweidimen- 
sionalen Falle ist die rechter Hand stehende „Integralspur‘“ von D endlich 
und daher limnd,= 0; im dreidimensionalen Fall trifft das freilich nicht 


n=®» 


zu, aber man findet durch eine leichte Modifikation des Verfahrens, daß 


wenigstens 

d„ < Const. ar 
wird, ein Resultat, das auch hinsichtlich der Schärfe der Abschätzung mehr 
aussagt, als meine frühere Methode lieferte. Den hiermit skizzierten Ge- 
dankengang führe ich in $$ 2 und 3 dieser Arbeit für das Strahlungs- 
problem durch. 

Es entsteht so eine auf den in meinen vorigen Noten be- 
nutzten Prinzipien beruhende direkte Methode zur Beherrschung des Strah- 
lungsproblems, bei welcher der Vergleich mit dem akustischen keine Rolle 
mehr spielt. In der Tat ist ein solcher Vergleich, wie sich herausstellt, 
nicht der Sache entsprechend, und ein zu II analoger Satz besteht, wenigstens 
allgemein, nicht, wenn man die Randbedingungen 2) durch diejenigen er- 
setzt, welchen in Wahrheit die Amplitude M der magnetischen Feldstärke 
genügt, nämlich: 

2.) M tangential, curlM normal an der Begrenzung. 
Immerhin läßt sich durch eine Art Kontinuitätsmethode erweisen, daß für 
einen komvexen Bereich J das Analogon zu Satz II dennoch gültig bleibt: Für 
einen konvexen Hohlraum besitzt 2,) in der Tat unterhalb einer beliebigen 
Grenze höchstens dreimal soviel Eigenwerte wie das akustische Problem. 
Darauf gehen wir in $4 ein. In $5 füge ich einige Betrachtungen hinzu 
über die Genauigkeit, mit der die in den bisherigen Noten bewiesenen 
asymptotischen Eigenwertsgesetze gültig sind, und in $ 6 endlich handle 
ich kurz von der Anwendung der dargelegten Schlußweise auf die allge- 
meine (einem inhomogenen Medium entsprechende) sich selbst adjungierte 


Differentialgleichung. 

Wir werden bei der Aufgabe 1,), die wir nun zunächst angreifen, 
die dritte Randbedingung in der Form div €=0 beibehalten. Will man 
sie. aber durch eine solche ersetzen, in der nur die Randwerte von € und 
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seiner normalen Ableitung vorkommen, so wird man — ich folge hier der 
freundlichen Mitteilung von Herrn Levi -Civita — so schließen müssen. 
Trägt man in allen Punkten eines Oberflächenelementes do in Richtung 
der inneren Normale die unendlich kleine konstante Höhe & ab, so erfüllen 
diese Strecken ein über do stehendes Volumelement dp (= do) und ihre 
Endpunkte ein Flächenelement do,, für welches bei Beschränkung auf die 


erste Potenz von & die Formel gilt: 


do, } 
ie st +; 


K bedeutet die doppelte mittlere Krümmung der Oberfläche an der Stelle 
do. Der Gesamtfluß durch die das Volumelement dp begrenzende Fläche 
beträgt, wenn wir beachten, daß & senkrecht zur Oberfläche steht, und 
von Gliedern absehen, die von höherer Ordnung unendlich klein sind als 
das Volumen dp: 
E,„(0)do — E,(e)do,, 

wo die Argumente 0,s auf die Raumstellen hinweisen, an denen sich do, 
bzw. do, befinden. Daß dieser Gesamtfluß =0 sei, fordert die Rand- 
bedingung div&@= 0: 

IE, (0) — E,(e)|do,+ E,(0)(do — do,) = 0. 
Die linke Seite dieser Gleichung ist: 


(- = + KE,)dp. 


Die Randbedingung div&= 0 können wir demnach mit Rücksicht darauf, 
daß € am Rande normal steht, durch die Forderung 





Normalkomponente von <= —K €) gleich 0 


ersetzen *). 
Wie die Greensche Formel (1.) dadurch zustande kommt, daß man 
in dem Gaußschen Satz 





*) Man könnte noch sagen, daß, wenn die Oberfläche ein von ebenen Facetten 


gebildetes Polyeder ist tangential“ nach wie vor die für das Hohlraumproblem 


1) 
’ on 
maßgebende Randbedingung bleibt. Aber obwohl der früher stets benutzte Jeanssche 
Würfel ein solches Polyeder ist, bietet doch die allgemeine mathematische Behandlung 
unserer Aufgabe für den Fall, daß die begrenzende Oberfläche Kanten besitzt, die 
größten Schwierigkeiten. 
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faiv w dp = — /w,do 
J DO 


w= u. gradv setzt, so gelangt man zu der Gleichung (2.), indem man 
iw— [n, curlo] + u - div v 


nimmt. Vertauscht man in (2.) u mit d und subtrahiert die so entstehende 
Gleichung von (2.), so bekommt man: 


(fm; u] eurl » — w, div x ö 
6) Jan — vAn)dp -/[; [n,v]curlu + v,divu ae 


D 


*) Andrerseits läßt sich das gleiche Raumintegral gemäß der gewöhnlichen 
Greenschen Formel in 
7% ou 


verwandeln. Daß dieses Oberflächenintegral mit dem im Haupttext übereinstimmt, 
geht aus der Identität 


Q | 

[n, curl vn + % div dv un” 
= R + curl„ [u, v] 

— [v, eurl n]» — v„ div Pd 

on 








hervor; denn infolge des Stokesschen Satzes ist F curl„[n,v]Jdo=0. — Die für die 
DO 


mathematische Physik wesentliche Definition von Av liegt nicht in der Gleichung 
O?v  O%v ö 0° 

oy 02’ 

sondern: für ein skalares oder vektorielles, stetig differenzierbares Feld v ist Av 


diejenige stetige Funktion (falls sie existiert), welche für jedes Raumstück J die 
Gleichung 








f: Adv-dp= — p do 
\ n 
J DO 
erfüllt. Bei dieser Erklärung gilt beispielsweise für das Newtonsche Potential 
1 ’ ' 
EHE. VarEie, 


wie man sofort sieht, stets die Poissonsche Gleichung Av = —4nf, wenn nur f stetig 
ist, während bei Zugrundelegung der gewöhnlichen Definition von Av hierzu bekannt- 
lich weitere Voraussetzungen über die Dichtigkeitsfunktion / nötig sind. Es ist daher 
wichtig zu bemerken, daß die Grundgleichungen (1.) und (2.) auch bei der eben 
formulierten allgemeineren Erklärung des Operators / (die keine zweimalige Differen- 
zierbarkeit voraussetzt) ihre Gültigkeit behalten. Der Beweis dafür ist nicht schwierig, 
muß aber natürlich auf einem anderen Wege erbracht werden, als es sonst üblich ist. 
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| 8 2. 
Daß die Randwertaufgabe 1,) keine negativen Eigenwerte besitzt, 


ist eine unmittelbare Folgerung aus (2.). Ist nämlich (/,€) eine den 
Bedingungen 1,) genügende Lösung von 

dE+1E=0, 
so erhalten wir aus (2.), wenn wir u=b=& setzen, 


[ Keurl &)° + (div €)? — 2@]dp = 0*), 
J 


was mit 4<<0 (außer wenn € = 0) unverträglich ist. Wie steht es mit 
= 0; gibt es in J reguläre Potentialvektoren e, die den Randbedingungen 
1.) Genüge leisten? Dies ist nach der gleichen Formel nur möglich, wenn 
curle=0, dive=0 identisch in J 
und e normal an der Begrenzung. 


Ein Vektor e mit diesen Eigenschaften stellt ein eektrostatisches Feld im 
Hohlraum J dar. Da nach der ersten Gleichung dasselbe wirbelfrei ist, 
verschwindet das über eine beliebige geschlossene Kurve 6 erstreckte 
Linienintegral von e jedenfalls dann (nach dem sStokesschen Satz), wenn 
diese Kurve die vollständige Begrenzung eines ganz in J liegenden Flächen- 
stückes ist. Aber auch wenn das nicht der Fall ist (und es braucht nicht 
der Fall zu sein, wenn z. B. J das Innere eines Torus ist), wird man zu 6 
immer endlichviele auf der Begrenzung von J gelegene geschlossene Kurven c 
hinzufügen können, so daß das Kurvensystem C+ c die volle Berandung 
eines in J liegenden Flächenstückes abgibt. Man hat nur nötig, für die c 
diejenigen Kurven zu nehmen, in denen ein beliebiges im Raum gelegenes, 
von & berandetes Flächenstück die Begrenzung von J schneidet. Weil 
die tangentialen Komponenten von e auf OÖ aber gleich Null sind, ver- 
schwinden die Linienintegrale von e über die Kurven c. Es bleibt also 
von dem Linienintegral über die gesamte Berandung C+c nur das über 
die willkürliche Kurve € erstreckte Integral zurück, und dieses muß somit 
wegen curle=0 stets den Wert Null haben. Es ist dadurch allgemein 
erwiesen, daß sich e aus einem eindeutigen Potential p ableitet: 





*) Diese Gleichung besagt, wenn man sie auf eine elektromagnetische Eigen- 
schwingung des Hohlraums anwendet (div E=0 in J), daß der zeitliche Mittelwert 
der elektrischen Gesamtenergie (während einer vollen Schwingung) mit dem der 
magnetischen Gesamtenergie übereinstimmt. 
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e=grady, dy=0 in J, 
p= const. auf jeder einzelnen zur Begrenzung von J 
gehörigen geschlossenen Fläche. 

Wenn J nur von einer Fläche begrenzt wird, geht daraus hervor, daß 
das elektrostatische Problem keine Lösung besitzt (außer e identisch 
gleich 0); besteht hingegen © aus +1 getrennten Flächen, so be- 
sitzt jenes Problem genau h linear unabhängige Lösungen, da der kon- 
stante Wert von p auf jeder der A+ 1 Flächen beliebig vorgeschrieben 
werden kann und sich das zugehörige y dann jedesmal durch Lösung der 
gewöhnlichen ersten Randwertaufgabe der Potentialtheorie ergibt. Wir 
setzen hier zunächst den ersten Fall voraus, indem wir uns vorbehalten, 
im nächsten Paragraphen die Modifikationen zu besprechen, welche die 
Lösbarkeit des elektrostatischen Problems bei einem von mehreren ge- 
sonderten Flächen begrenzten Hohlraum im Gefolge hat. 

Um die Randwertaufgabe 1,) auf eine Integralgleichung zurück- 
zuführen, haben wir den zugehörigen @reenschen Tensor 





Ga Gy | 
r=r(ppP)= |, Gm, Gy) 
Ga, Gays Ga! 
zu konstruieren, der das inhomogene Problem 
(4.) d&E=—4ny 


(3 ein in J gegebenes stetiges Vektorfeld) unter den Randbedingungen 1,) 
in der Form 


(5.) E(p)= /Tlpp)älp)dp’ 


zu lösen gestattet. Dabei ist die Multiplikation F$ im Sinne der Matrizen- 
rechnung zu verstehen, indem man den Vektor 5% als eine Vertikalspalte 
schreibt. Bei der Bildung von $(p)T(pp’) wäre $% hingegen als Horizon- 
talreihe zu betrachten. Ein als Vertikalspalte geschriebener Vektor a 
liefert durch Multiplikation mit einem als Horizontalreihe geschriebenen 
Vektor b nach den Regeln der Matrizenrechnung eine 3x 3-reihige Matrix, 
die ich mit ax b bezeichne. 

Zur Berechnung von F bilde ich zunächst aus der gewöhnlichen, 
zum dreidimensionalen Membranproblem gehörigen @reenschen Funktion @ 


den Tensor 
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|@ 0 0 
n=060 
lo o @| 
und setze 
T=T,+A. 


Die drei Vertikalspalten von A betrachte ich als Vektoren Q,(pp’), A,(pp’), 
A,(pp’). Der Quellpunkt 9° sei fest, und p werde als das veränderliche 
Argument gedacht. Dann müssen diese drei Vektoren, für u gesetzt, die 
folgenden Eigenschaften besitzen: 

(6.) /u=0 in J; u normal und divu= f(o) an der Begrenzung D. 
Dabei ist f(o) bekannt, nämlich bzw. 


= f,(0P)=— X (0) 2 (op‘), 
, 0G ‚ 
(7.) ı = f,(op’) = — Y(o) Im (0op’), 





| = ,(0p) = — (0) 8° (op'). 

Die Lösung der Randwertaufgabe (6.) aus der Potentialtheorie für 
die erwähnten drei speziellen Funktionen f(o) liefert uns also den gesuchten 
Greenschen Tensor. Setzen wir in der Gleichung (3.) für u einen der drei 
Vertikalvektoren, aus denen F(p9,) besteht, für v einen der drei Vertikal- 
vektoren F(pp,), wobei wir die Quellpunkte ?,, 9, zunächst mittels kleiner 


Kugeln aus J ausschließen müssen, so ergibt sich die Symmetrie von T, 


d. h. das Gesetz 


Ga (PıP2) = O2 (PePı) , @m(PıP2) = @yy(PePı) , @.(PıPp2) = @.. (PePı); 
@(PıPp2) = @%(PrPı) Fu (Pıp) = Or, (PıP2) , @.: (PıPe) = @,.(Pı Po). 

Man kann auch umgekehrt, wenn der @reensche Tensor F bekannt 
ist, mit seiner Hülfe die Randwertaufgabe (6.), in der f(o) jetzt eine be- 
liebige auf DO gegebene stetige Funktion bedeutet, lösen. Sind &,, &,, 6, 
die Vertikalvektoren von FT, so können wir setzen: 

6,(0p’) = n(0)-9,(0P’),... - 
Die drei Skalare g,,g,, 9, betrachten wir als Komponenten eines Vektors g: 
F(op)=n(o)x g(opf). 
Wenden wir (3.) in der Weise an, daß wir für u die Lösung von (6.) 
setzen, für d aber einen der drei Vektoren &,,6,,®&, (p’ ist zunächst 
durch eine kleine Kugel aus dem Integrationsgebiet J auszuschließen), so 
ergibt sich: 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft. I4 
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(8.) — 4nu(p)= /a(op) F(o)do 
DO 


als Lösung von (6). 

Um aber die Lösung dieser Aufgabe ohne Benutzung des Tensors FT 
(zu dessen Konstruktion sie ja erst dienen soll) zu bewerkstelligen, mache 
ich den gleichen Ansatz wie in A, 8. 473, verstehe also unter 

(9.) u = Pit,t) 
zunächst allgemein dasjenige Vektorpotential, das durch eine über die Be- 
grenzung von OÖ verteilte tangential gerichtete Doppelbelegung vom Momente 
t(o) |n(o)-t(o) = 0} zusammen mit einer normal gerichteten einfachen Be- 
legung von der Stärke n(o).t(o) erzeugt wird. 2(o) und t(o) sollen dann 
nachher so bestimmt werden, daß den Forderungen der zu lösenden Auf- 
gabe Genüge geschieht. 

Für den Ansatz (9.) ist dieses wesentlich: P(t,i) kann nur dann 
in ganz J identisch gleich 0 sein, wenn die erzeugenden Belegungen £ und t 
selber identisch verschwinden. (9.) ist nämlich nicht nur in J, sondern 
auch im Außenraum J ein regulärer Potentialvektor, und es ist daher 


(10.) LIKE: + 5 + 52 )dzdydz „fr 2 do, 
J 


wo in dem Öberflächenintegral rechts natürlich, die auf der Außenseite 


der Oberfläche herrschenden Werte von ı, = zu nehmen sind. Man be- 


achte bei Herleitung dieser Identität, daß das Integral von u 3" über die 


Oberfläche einer Kugel von unendlich großem Radius unendlich klein (von 


der ersten Ordnung) ist. Die Normalkomponente von u und die Tangential- 


en durchsetzen die Oberfläche von J stetig. Ist also 


im Innern J identisch u= 0, so sind diese Komponenten auch an der 
Außenseite von OÖ gleich Null; es verschwindet infolgedessen das Ober- 
flächenintegral in (10.), und daher muß in J: u= const.=c sein, und 
dann natürlich, da ein konstanter Vektor nicht auf allen Normalen von O 
senkrecht stehen kann, u=0. Also sind auch die Sprungfunktionen’ 


komponenten von 


t, t=(. p 
Die Forderung, daß (9.) an der inneren Seite von DO den Bedin- 
gungen (6.) genügen soll, setzt sich in ein System Z von vier Integral- 
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gleichungen für 2(o) und die drei Komponenten von t(o) um, auf das die 
Fredholmsche Theorie angewendet werden kann. Die ersten drei dieser 
Gleichungen lauten genau so wie A, Ss. 473, Formel (27, ,,); die vierte, 
die durch das Auftreten hochsingulärer Kerne am meisten Schwierig- 
keiten bereitet, ist ein wenig zu modifizieren, da die Bedingung 


Normalkomponente von == gleich /(o) 
jetzt durch 
Normalkomponente von = Ku gleich /(o) 


zu ersetzen ist. Das zugehörige homogene System 2° von Integral- 
gleichungen — das aus X entsteht, wenn man f(0o)=0 setzt — hat keine 
Lösung; denn eine nichtverschwindende Lösung t,t von Z’ würde in dem 
Potential u= P(t,t) ein in J nicht identisch verschwindendes elektrosta- 
tisches Feld liefern, und ein solches ist nicht vorhanden, da wir J als von 
einer einzigen Oberfläche begrenzt voraussetzten. Mithin ist das inhomo- 
gene System Z stets lösbar, wie auch die stetige Funktion f(o) vorgegeben 
sein mag. 

Damit ist die Konstruktion des Tensors FT vollendet. Wie in A, S. 478 
ergibt sich die Abschätzung *) 

(11.) App) < Rop)’ 

in der R(pp’) das Minimum von r(po) + r(p’o) [r = Entfernung] bedeutet, 


das zustande kommt, wenn o die Oberfläche O durchläuft (also den Licht- 
weg von p nach p’ bei einmaliger Reflexion an ©). Wir schließen daraus: 
| 2 Const. | ’ Const. 
(12.) Alpp)|< r(pp) pP) <, (pp) 
Diese Abschätzungen gewährleisten die Anwendbarkeit der Huülbertschen 
Theorie auf den symmetrischen Kern FT, der demnach diskrete Eigenwerte 
0, besitzt. 
Um den Beweis von a) [S. 179] zu erbringen, hat man zu zeigen, 
daß alle Eigenwerte von A positiv sind. « sei ein solcher, der zu dem 


Eigenvektor n gehört: 
(13.) u(p)= a / Alpp’)u(p’)dp‘. 
J 


*) Unter dem absoluten Betrag |A| eines Tensors A verstehen wir die Wurzel 
aus der Quadratsumme seiner neun Komponenten. 





24* 
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Dann ist u im Innern J ein regulärer Potentialvektor, der an der Be- 
grenzung normale Richtung besitzt. Bezeichnen wir den an der Oberfläche 
herrschenden Wert seiner Divergenz mit f(o), so gilt die Gleichung (8.). 
Andrerseits folgt aus (13.), wenn wir p ın den Oberflächenpunkt o rücken 
lassen und beachten, daß T,(0p’) = 0 ist: 


(14.) u„(0) = @ / g(op)u(p)dp. 
Durch Vereinigung von (14.) und (8.) entsteht 


(15.) — 47:u,(0) = @ /99(00’)f(o’)do’ [99 (00°) = /a(op)a (oe p)ap|. 
D J 


Setzen wir in der neuen Greenschen Formel*) (2.) für u und d die jetzt 
mit u bezeichnete Größe, so kommt 


(16.) Hal curlu)?-+ (divn)?}dp= ft 0) u, (o)do= gm JS 00 00’) f{o) f(o’)dodo’. 
Aber aus (8.) geht hervor, and 


SW dp= iön m/f 0900 )0) o)f(o’)dodo’, 


und damit ist gezeigt, daß « (das ja sicher + 0 ist), positiv sein muß. 


$ 3. 

Bevor wir zum Beweis des asymptotischen Gesetzes b) übergehen, 
geben wir zunächst deejenigen Ergänzungen an, welche die bisherigen Dar- 
legungen erfordern, falls J von mehreren getrennten Oberflächen begrenzt wird. 
Alsdann bedeute e(p) eine jede Lösung des elektrostatischen Problems. 
Die sämtlichen e lassen sich durch lineare Kombination mittels konstanter 
Faktoren aus A von ihnen 


san: 
erzeugen, die wir so annehmen können, daß die Orthogonalitätsgleichungen: 
|0 (+9) 
,e,dp= i ö (,j=1,2,...h) 
Eee 


bestehen. 
Die inhomogene Aufgabe (4.) kann nur dann lösbar sein, wenn das 
vorgegebene Vektorfeld $ zu allen e orthogonal ist: 
(17.) SBedp= 0; 


J 





*) In ihrer Verwendung liegt die entscheidende Änderung gegenüber den 
Überlegungen in C II, $ 4, denen dieser Beweis sonst genau parallel läuft. 
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man erkennt dies, indem man in der Formel (3.) u = €, vd = e setzt. Andrer- 
seits ist die Lösung € niemals eindeutig, denn mit € genügt auch jedes 
Feld &+ e den Anforderungen der Aufgabe. Ich kann aber die Lösung 
dadurch zu einer eindeutigen machen, daß ich von ihr verlange, sie solle 
zu allen e orthogonal sein: 


(18) Ssedp=9. 


Unter der Voraussetzung (17.) soll nun die durch (18.) normierte Lösung 
von (4.) wieder mit Hülfe eines noch zu konstruierenden Greenschen Ten- 
sors F in der Form (5.) dargestellt werden. 

Dazu müssen wir zunächst F, unter Wahrung seiner Symmetrie zu 
allen e orthogonal machen. Das geschieht (vgl. C II, 8. 166), indem wir 
Fr, durch 


h 
n= zu n— 2 It pp”) e,; (p’)dp” ” e,(p’ — 36 x fe (p’’) )Fo(p ZZ p’ )dp’”’ 


ı 


+22 6(p )xe, arffen )Fo(lpp’)e,;(p’)dpdp’ 


i=1j=1 
ersetzen. Als Funktion von p PR dieser Tensor Ff der Gleichung: 
(19.) Ar = Anl (px (pP )+RP)X El) +alp)x ap): 
Wenn wir F=ff-+A setzen, so erhält man die drei Vertikalvektoren, aus 
denen A besteht, wiederum durch Lösung der Randwertaufgabe (6.) der 
Potentialtheorie. Nur haben für f(o) der Reihe nach drei Funktionen 
f.(op’), f,(op’), f.(op’) einzutreten, deren analytischer Ausdruck ein etwas 
anderer ist als (7.); z. B. wird —/,(0p’) gleich der an der Oberfläche 
herrschenden, nach p genommenen Divergenz des in der ersten Spalte 
von F# stehenden Vektors. Und ferner ist die Lösung von (6.) durch die 
Orthogonalitätsgleichungen 


(20.) Snedp = 


zu normieren. Aber wenn jene Aufgabe überhaupt eine Lösung u besitzt, 
so hat sie auch immer eine solche, und zwar nur eine, die außerdem noch 
(20.) erfüllt; denn mit u ist auch immer u + e eine Lösung. 

Damit (6.) lösbar ist, kann f(o) nicht völlig beliebig vorgegeben 
werden. Setzen wir nämlich in (2.) für n die jetzt mit dem gleichen 
Buchstaben bezeichnete Lösung von (6.), für vd ein beliebiges elektrostati- 
sches Feld e, so kommt 
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(21.) / «(0) f(0)do= 0. 

Ö 
Das sınd h linear unabhängige Bedingungen für f(o); denn e,(0)= e(o) 
kann nicht identisch verschwinden, ohne daß der Potentialvektor e(p) 
selber identisch gleich 0 wird. Setzen wir in (3.) für u einen der drei Ver- 
tikalvektoren 6%,,..., aus denen F*(99’) besteht, und v= e(p), so müssen 
wir den Unstetigkeitspunkt 9’ zunächst aus dem Integrationsfelde J durch 
eine kleine Kugel ausschließen; dann ergibt sich das Resultat, daß jede 
der drei Funktionen 

f(0) = 1.(0p) ,1,(0P'), 1,(0P') 

den zur Lösbarkeit erforderlichen Relationen (21.) genügt. Können wir 
also unter der Voraussetzung (21.) die Aufgabe (6*.) lösen: ein den Be- 
dingungen (6.), (20.) genügendes Feld u zu finden, so sind wir imstande, 
den Tensor A und damit FT zu berechnen. FT wird derselben Gleichung (19.) 
genügen wie ff, und die Symmetrie von F ergibt sich dann in der gleichen 
Weise wie im vorigen Paragraphen, indem wir beachten, daß 

Seo) F(pp)dp= 0 

J 


ist. Die Lösung der allgemeinen Aufgabe (6*.) läßt sich mit Hülfe des 
Tensors F durch die Gleichung (8.) bei ungeänderter Bedeutung von 9 
vollziehen. 

Wir verwenden wieder den Ansatz u= P(t,t) und erhalten das 
gleiche System Z von Integralgleichungen wie oben. Aber £ ist jetzt gewiß 
nur dann lösbar, wenn f(o) die h linear unabhängigen Bedingungen (21.) 
erfüllt, und. infolgedessen muß nach der Theorie der Integralgleichungen 
das zugehörige homogene System 2° mindestens h linear unabhängige 
Lösungen besitzen; und wenn 2° nicht mehr als h linear unabhängige 
Lösungen zuläßt, sind die Gleichungen (21.) für die Auflösbarkeit von X 
auch hinreichend. Daß aber x’ wirklich nicht mehr als k linear unab- 
hängige Lösungen besitzt, geht daraus hervor, daß jede Lösung t,i von Z° 
in u—= P(t,t) eine Lösung des elektrostatischen Problems ergibt, und da 
P(t,t) nur dann in J identisch verschwindet, wenn die erzeugenden Be- 
legungen gleich O0 sind, entsprechen linear unabhängigen Lösungen von 2° 
immer linear unabhängige Lösungen des elektrostatischen Problems. Damit ist 
auch dieser Punkt erledigt und die Konstruktion von F nunmehr beendet. 
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An den Schlüssen, welche zu der Einsicht führen, daß alle Eigen- 
werte @« von A positiv sind, ändert sich nur dies eine, daß die Gleichung 
(14.) zu ersetzen ist durch 


“„(0) = @ fa(op)u(p)dp + eo), 


wo e,(0) die an der Begrenzung herrschende Normalkomponente eines ge- 
wissen elektrostatischen Feldes e ist. Das Zusatzglied e,(o) ist auch in 
Gleichung (15.) noch mitzuführen, aber in (16.) fällt es wieder fort, da 


/[ tto)e(0)do = 0 ist, 
® 


T hat demnach unterhalb einer beliebigen Grenze Z mindestens 
ebenso viele Eigenwerte wie ff. Der Übergang von T# zu f, erhöht die 
Anzahl der unterhalb Z gelegenen Eigenwerte um höchstens h (vgl. CII, 
$ 1); andrerseits hat man den Eigenwerten von FT noch den A-fachen Eigen- 
wert 0 hinzuzufügen, um das volle System der Eigenwerte des Problems 1,,) 
zu gewinnen. Es bleibt also auch dann, wenn J von mehreren getrennten 
Spiegelflächen begrenzt ist, dabei, daß dieses Problem unterhalb Z minde- 
stens dreimal soviel Eigenwerte aufweist, wie das dreidimensionale Mem- 
branproblem. 

Jetzt fahren wir an dem Punkte fort, wo wir am Schlusse von $ 2 
stehen geblieben waren. Sind «,; die der Größe nach geordneten Eigenwerte 
und a, die normierten Eigenfunktionen*) von A, so ist die zu 


Alar‘) — BEIDEN 


=1 (0; 
gehörige quadratische Integralfiorm positiv-definit (denn die sämtlichen 





Eigenwerte &,,,, &+g2, ... der hingeschriebenen Kernmatrix sind > 0), und 
daher müssen die drei in der Hauptdiagonale dieser Matrix stehenden 
Funktionen für p= p’ selbst > 0 sein: 


(22.) zu» <4A,(pp)+ Au(pp) + Au (pp). 


a; 





Daneben gilt die Ungleichung 
(23.) > “2 er ‚A(pp’) ’dp’. 
= v J 
Bedeutet r(p) die kürzeste Entfernung des Punktes p von der Oberfläche Q, 





*) Die normierende Bedingung lautet [ w?dp=1. 
J 
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und zerlegen wir J, indem wir unter & eine kleine positive Konstante (<- 1) 
verstehen, in die beiden Teile 


J,. [r(p)>e] und J-J, [r(p)<e], 
deren Punkte p durch die beigeschriebenen Bedingungen charakterisiert 


werden, so folgt aus den Abschätzungen (12.), wenn wir (22.) über J, 
und (23.) über die Schale J— J, integrieren: 


i=-1 di 
J; 


u | . dp 1 
E- / wdp<- Const. / —— <Const. lg-, 
I r(p) E 


55 z v?dp <- Const. Jar < Const. e. 


i=1 0% 


J-J; I—J, 


Wir ersetzen rechts das Zeichen ‚Const.‘“ [= unabhängig von n und e] 
durch 30. A fortiori gilt: 


1.0 
wa uo<zi, 
(24.) age 
ie 2 
© PALETTE 





Addition liefert die Beziehung: 
n ER, 
<;s(le,tem) 
Die beste Ausnutzung dieser Ungleichung erhalten wir, wenn wir 
le a. 
Un 


nehmen; dann folgt (sobald «, > e) 
n 
-. L (6 lg X, 





ee == 


und daraus (sobald n > e”°): 


(25.) >. 


Die reziproken Eigenwerte = konvergieren demnach wesentlich 


stärker gegen 0 als »”», und infolgedessen kann die Addition von A zu 
F, (bzw. ff) an der asymptotischen Eigenwertverteilung des letzteren Kerns 


nichts ändern. — 
Die wesentlichen Bestandteile des damit zu Ende geführten direkten 
Beweises des asymptotischen Spektralgesetzes der Hohlraumstrahlung sind 
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enthalten — wenn ich dies nochmals zusammenstellen darf — in CI, 
$$ 1—4, CII, $1 und $$ 1—3 der gegenwärtigen Note. 


g 4. 


Geht man bei der Behandlung des Strahlungsproblems statt von 
der elektrischen von der magnetischen Feldstärke aus, so hat man es mit 
der Aufgabe zu tun: 


2,) IMHIM=-0 in J; M tangential, curl MW normal an der Begrenzung. 


Ihre Eigenwerte 4 bestehen erstens aus den Eigenwerten des eigentlichen 
Strahlungsproblems und enthalten zweitens als fremden Bestandteil noch 
die positiven Eigenwerte des akustischen Problems. 2,) läßt sich analog 
wie die in $ 2 durchgeführte Aufgabe behandeln. Was das ‚‚magneto- 
statische“ Problem (A= 0 oder) 
curlm=0, dvm=0 in J; m,=0 an der Begrenzung 
betrifft, so hängt dessen Lösbarkeit von den topologischen Zusammen- 
hangsverhältnissen des Hohlraums ab. Ich nehme als Beispiel einen Torus. 
Wir schieben in den Torus eine Kreisplatte ein, deren Ebene durch den 
Mittelpunkt des Torus geht und deren Rand, um Singularitäten zu ver- 
meiden, nicht auf, sondern außerhalb des Torus verläuft, und verstehen 
dann unter w»(p) denjenigen körperlichen Winkel, unter dem die Platte von 
einem beliebigen Punkt p des Raumes aus erscheint. w(p) ist eine Poten- 
tialfunktion von 9, die im ganzen Raume, der in der Kreisplatte aufge- 
schnitten zu denken ist, eindeutig ist, beim Durchsetzen der Platte aber 
den Sprung 4n erleidet. Wenn wir über die Begrenzung des durch die 
Kreisplatte zerschnittenen Torus integrieren, so ist 
0 
Jon 


Die von der rechten und linken Seite des im Torus gelegenen Teiles der 


do=0. 


Kreisscheibe herrührenden Beiträge zerstören sich, und es ist infolgedessen 
auch, wenn wir nur über die Oberfläche des Torus integrieren, 


dw 
5 do = 0. 


Daher können wir mittels Lösung der zweiten Randwertaufgabe der Poten- 

tialtheorie eine im Innern J des Torus eindeutige, stetige Potentialfunktion 

konstruieren, für die auf dem Torus 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 3. 


25 
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Oy do 


on on 

ist. m= grad (wo — y) ist dann eine Lösung des magnetostatischen Pro- 
blems, die nicht identisch verschwindet, da das längs der ‚‚Seele‘“‘ des 
Torus erstreckte Linienintegral von m gleich 4n ist. Aber es wird sogleich 
ersichtlich, daß dies bis auf einen konstanten Faktor auch die einzige 
Lösung ist, da jede geschlossene Kurve im Torus, welche die Kreisplatte 
nicht durchsetzt, die vollständige Begrenzung eines ganz im Torus be- 
legenen Flächenstückes abgibt. 

Wir wollen uns hier indes genauer nur mit dem Fall beschäftigen, 
wo J von einer einzigen konvexen Fläche begrenzt wird; in diesem Falle 
ist die Lösbarkeit des magnetostatischen Problems ausgeschlossen. In 
jedem Punkte o von DO konstruieren wir die beiden Krümmungslinien und 
bezeichnen mit w’(o), w”’(o) allgemein die nach den Richtungen dieser 
beiden Krümmungslinien genommenen Komponenten eines im Innern und 


auf der Oberfläche von J definierten Vektorfeldes u. z .r seien die 


Werte der zugehörigen Krümmungsradien. Die Randbedingungen 2,) kann 
man in die Form setzen*): 


(26) M,=0, (1 o’M’=0, (>) - oe’M"=0. 


Errichtet man nämlich in allen Punkten eines kleinen Stückes ds’ der 
ersten Krümmungslinie die Flächennormalen und trägt auf ihnen nach 
innen zu die unendlich kleine konstante Länge « ab, so entsteht ein 
Flächenstück df, und die Endpunkte der abgetragenen Strecken bilden 
ein neues Kurvenelement 

ds, = ds’ (1— g0’+ :-:). 
Da M an der Oberfläche tangential gerichtet ist, bestimmt sich das um 
den Rand von df erstreckte Linienintegral von M bis auf Glieder, die von 
höherer Ordnung unendlich klein sind als df, zu 


M’(0) ds’ — M’(e)ds/ =|M’(0)— M’(e)}ds’+ M’(e)|ds’—ds’| = (em) ds’. 


Man hat dabei zu beachten, daß die längs einer Krümmungslinie errichteten 
Flächennormalen eine Developpable bilden; denn dieser Umstand bewirkt 


*) In einem Nabelpunkt, in welchem die Richtung der Krümmungslinien unbe- 
stimmt wird, involvieren diese Gleichungen selber offenbar keine Unbestimmtheit. 
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es, daß der Winkel, den das Linienelement ds; mit ds’ bildet, bei iestem & 
und gegen 0 konvergierendem ds’ gegen 0 geht. — Die Konvexität der 
Oberfläche hat die Ungleichungen 
oe >0, e">0 

zur Folge. 

Wir stellen uns jetzt, während 9 eine Konstante zwischen 0 und 
1 bedeutet, die Aufgabe: 

A4W-+4N= 0 in J, mit den Randbedingungen 


(27.) u. (= I U”, er. I’U”. 


Für $=0 kommt das in $ 1 mit 2) bezeichnete Problem heraus, von 
dem der Satz II gilt, für = 1 haben wir das Strahlungsproblem 2,) 
vor uns. Indem wir den Parameter 9 von 0 bis 1 variieren, vollziehen 
wir einen stetigen Übergang von dem einen Problem zum anderen. Da 
für eine Lösung (4,4) von (27.) gemäß der gewöhnlichen Greenschen 
Formel die Gleichung 

: ee +5 a + = 1 AM )dp — fi . do 


= — 3 / (eU® + 0" U’%)do 


gilt, müssen alle Eigenwerte von (27.) positiv sein. Diese Eigenwerte 4% 
hängen ebenso wie die Eigenfunktionen U, (bei geeigneter Normierung) 
stetig von 9 ab, wie sich ohne Mühe zeigen läßt, wenn man auf die 
Konstruktion des zugehörigen Greenschen Tensors FT, (von dem hier nicht 
weiter die Rede gewesen ist) zurückgreift. Wir setzen für 9 irgend zwei 
Werte 3,, 9, und wenden die @reensche Formel 

Sm, 10, — 1,40, )dp= — J WS -n, N) 


J 
an: 


(Ay, — 29) / N U,,dp = (9, — nf (0 U; U, + 0" U, U},,)do. 
J 
Indem wir 9, gegen 9, = 9% konvergieren ein folgt: 


= 71 
an 3 / wrap- Jtelust+e |U4%)do. 


Wir sehen: Wenn 9 von O bis 1 läuft, wachsen alle Eigenwerte von (27.); 
infolgedessen liegen unterhalb einer beliebigen Grenze nicht mehr Eigen- 
| 25* 
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werte von 2,) als von 2), und somit ist die Anzahl der Eigenwerte von 
2,) höchstens gleich der dreifachen Anzahl der unter derselben Grenze 
liegenden Eigenwerte des akustischen Problems. 


8 5. 


Um über die Genauigkeit, mi der die von mir ermittelten asym- 
ptotischen Eigenwertsgesetze gültig sind, Rechenschaft zu geben, spreche ich 
zunächst von dem (dreidimensionalen) Membranproblem: 

du+4iu=0 ın J, u=0 an der Oberfläche. 
Für seine Eigenwerte A=, ergab das einfache, in CI, $4 benutzte Be- 
weisverfahren die asymptotische Gleichung 


6? n\ "3 
AT ( J # 


Die volle Ausnutzung jener Methode erlaubt festzustellen, daß der prozen- 





tuale Fehler dieses Gesetzes höchstens von der Ordnung A, ist, d.h. es gilt 


| Vn 
eine Ungleichung 


De re < Const. en 
Fi 


Da man sich an den einfachsten Beispielen, wie Würfel oder Kugel, so- 


gleich überzeugt, daß dort der Fehler genau von der Ordnung r- ist, 
n 


kann dieses Ergebnis als durchaus befriedigend betrachtet werden. Un- 
günstiger stehen die Dinge bei dem akustischen und dem Strahlungsproblem. 
Hier lvefert meine jetzige Methode bei voller Inanspruchnahme aller Ab- 


schätzungen nur 
( v) fe 
Vn 


als obere Grenze für die Größe des prozentualen Fehlers. 

Membranproblem. Ausgangspunkt für den Beweis des asymptoti- 
schen Gesetzes war die Tatsache, daß im Innern eines der 8 Oktanten, 
in welche die 3 zueinander senkrechten Koordinatenebenen die um den 
Nullpunkt gelegte Kugel von dem (sehr großen) Radius R zerlegen, nähe- 


rungsweise 
1 = Tu 


-ER 
% R® R 


Gitterpunkte (Punkte mit Sie REREN liegen. Der Fehler 
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ist dabei für alle R absolut kleiner als bR?, wo b eine universelle numerisch 
angebbare Konstante ist. Die Anzahl der unterhalb einer Grenze L ge- 
legenen Membraneigenwerte <= x(W) eines Würfels W von der Kanten- 
länge 2 stimmt exakt überein mit der Anzahl dieser Gitterpunkte, wenn 





man R= - nimmt, und ist also 
= n(W) »z L':; Fehler*) ?L. 


Um den gegebenen Hohlraum J mittels Würfel auszuschöpfen, wenden 
wir das folgende Verfahren an: Ich beginne mit einem Würfelnetz von 
der Kantenlänge 1, das jedoch alsbald durch fortgesetzte Halbierung der 
Kanten immer weiter und weiter verfeinert werden soll. W, seien die- 
jenigen Würfel des Netzes von der Kantenlänge 1, welche ganz innerhalb 
J liegen, und w, ihre Anzahl. Gehen wir durch Halbierung der Kante zu 


dem Würfelnetz von der Kantenlänge 5 über, so zerfällt jeder Würfel W, 


in 8 innerhalb J gelegene Würfel des neuen Netzes; zu ihnen werden im 
allgemeinen noch eine Anzahl Würfel W, dieses feineren Netzes treten, die 


gleichfalls ganz innerhalb J liegen; von diesen seien w, vorhanden. Beim 


Übergang zum Netz von der Kantenlänge 2 treten weitere w, Würfel W, 


hinzu, beim Übergang zur Kantenlänge 1 dann w;, Würfel W, usw. Die 


93 
Würfel W-+ W,+ W,+ »-- zusammen erfüllen schließlich einfach und lückenlos 
das ganze Innere des Raumes J. Brechen wir aber beim (— 1)-ten Schritt 


mit den Würfeln W,_, ab, so bleibt ein Exhaustionsrest, dessen Volumen 


<- Const. 2 
ist. In ihm haben höchstens 
Const. - 2” 
Würfel von der Kantenlänge = Platz, und daher ist: 
(28.) w, < Const. 2*. 


n(W),n(J) seien die Anzahlen der zu einem Würfel W, bezw. zu 
J gehörigen Membraneigenwerte, welche unterhalb Z liegen. Wir haben 





*) Diese Schreibweise soll besagen: der Fehler ist = const. ?L, wo const. 
weder von ! noch von Z abhängt. 
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672.28 
Summieren wir über alle Würfel W, und dann auch noch über: = 0,1,2,...r 

so kommt 


n(W) Fehler 5; 


’ 








Fehler 3 u AR 


Frl ii "ön?’ Pin = 
Nach dem Haupttheorem von C I ist n(J) mindestens gleich der hier auf 


der linken Seite stehenden Summe. Bedenken wir ferner, daß 25 536 “ bis 


auf einen Exhaustionsrest, der < Const. 5 ist, mit dem Volumen J über- 


einstimmt, und machen bei der Fehlerabschätzung von der Ungleichung (28.) 
Gebrauch, so stellt sich heraus, daß 


> 5-0 + rL) r>1] 


ıst, wo C eine von Z und r unabhängige Konstante bezeichnet. Die beste 
Ausnutzung dieser Ungleichung erhalten wir, wenn wir für r die größte 


ganze in 1 IL enthaltene Zahl nehmen: 
2 lg2 
(N> 441" —C(L-lgD) L=2). 


Damit ist die aufgestellte Behauptung über die Größe des Fehlers, 
soweit es sich für n(J) um Abschätzung nach unten handelt, bewiesen. 
Um eine obere Grenze zu ermitteln, verfahren wir gemäß CI, $4, so, 
daß wir einen Würfel W nehmen, der ganz J enthält, und nun die eben 
erhaltene Ungleichung auf W — J anwenden. In Anbetracht der Beziehung 

n(J)<n(W) —-n(W—-J) | 
stellt sich alsdann die gleiche Fehlerbegrenzung auch bei Abschätzung von 
n(J) nach oben heraus. 

Nun zum Strahlungsproblem! Die Reihe derjenigen Zahlen, welche 
zustande kommt, wenn wir jeden der Membraneigenwerte x,(J) dreimal 
schreiben, heiße A,. In der Bezeichnung von $ 3 haben wir für die nähe- 
rungsweise Berechnung der Eigenwerte o,, die zu einem von A+ 1 Flächen 
begrenzten Hohlraum J gehören, die Ungleichungen: 


ı rc ee Fer 


On+n Ann, +1 Rn, Rn © n 








zur Verfügung. Verstehen wir unter n, die größte ganze in n"Ylgn ent- 
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haltene Zahl, so stimmt die Summe rechterhand in der ersten Ungleichung 


bis auf einen Fehler < Const. Vign mit 


ns 
nr J " 
j Is a I 
ER 
überein: 

Ä Vie n 
„> = | — Const. — | ’ 

Un _ 


Eine obere Grenze für o, ist gegeben durch 

e.—ı« - n" k + Const. „| 
Vn 

Der Versuch, diese Abschätzungen wesentlich weiter zu treiben, etwa 
Ei 
B 
nach absteigenden Potenzen von n fortschreitenden ‚„asymptotischen Reihe‘ zu 
ermitteln, scheint gegenwärtig wenig aussichtsreich. Wenn J ein Würfel 
von der Kantenlänge 1 ist, (der Fall, der immer die Grundlage bildet) 
kann freilich aus neueren zahlentheoretischen Untersuchungen der Herren 
Voronoi, Sierpinski, Landau*), bei denen sehr schwierige und subtile Hülfs- 
mittel zur Verwendung kommen, das zweite Glied einer solchen asym- 


neben dem ersten Gliede — n": noch das 2. Glied einer vielleicht existierenden, 


ptotischen Entwicklung entnommen werden; man bekommt hier für x, (um 
nur von dem leichteren Membranproblem zu sprechen) 
zu (6n’n)" +37. (6n’n)" 

mit einer Abweichung << Const. n'** (s irgendeine feste positive Zahl). 
Der genaue Fehler, ich meine die Differenz der rechten und linken Seite 
in der letzten asymptotischen Gleichung, ist wahrscheinlich eine zahlen- 
theoretische Funktion von höchst unregelmäßigem Verhalten, die sich 
asymptotisch nicht mehr mit einer Potenz von n vergleichen läßt**). Man 
wird geneigt sein, die Schuld daran den Kanten und Ecken des Würfels 
zuzuschreiben und bei Räumen z. B., die von regulär-analytischen Flächen 


*) Voronoi, dieses Journal Bd. 126 (1903), S. 241—282; Sierpinski, Prace 
matematyezno-fizyezne, Bd. 17 (1906), S. 77—118; Landau, Nachr. d. Ges. d. Wiss., 
Göttingen, math.-phys. Kl., Sitzung vom 18. Mai 1912. 

**) Für Parallelepipede mit irrationalem Kantenverhältnis scheint bei dem 
heutigen Stande der Zahlentheorie sogar die Ermittlung des zweiten Gliedes schon 
nicht mehr möglich zu sein. 
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begrenzt sind, eine Fortsetzbarkeit der intendierten asymptotischen Reihe 
auf eine größere Anzahl von Gliedern vermuten. Aber da wir ein Raum- 
stück nicht anders als aus kantigen Bausteinen lückenlos aufbauen können, 
fehlen uns vorerst die Mittel, darüber etwas Genaueres auszumachen. Wir 
müssen zufrieden sein, daß wir wenigstens Methoden besitzen, um das erste 
Glied der asymptotischen Entwicklung, das ja auch bei weitem das wichtigste 
ist, sicherzustellen. 

Hingegen liegt in anderer Richtung die Möglichkeit einer wesent- 
lichen Fortführung und Erweiterung der gegenwärtigen Untersuchungen 
vor: neben die Asymptotik der Eigenwerte hat eine Asymptotik der Eigen- 
funktionen zu treten; es kommt darauf an, einzusehen, daß an den in 
einem Hohlraum möglichen elektromagnetischen Eigenschwingungen nicht 
nur die Schwingungszahlen, sondern der gesamte Schwingungszustand (in 
einiger Entfernung von den Spiegelwänden) durch die Form der Begrenzung 
nur unwesentlich beeinflußt wird. Darauf werde ich in einer nachfolgenden 
Arbeit zurückkommen. 


8 6. 


Die im vorstehenden entwickelten Methoden sind auch imstande, 
alle erhaltenen Resultate auf die allgemeine sich selbst adjungierte, den 
Spektrumsparameter 4 linear enthaltende Differentialgleichung *) 

(29.) Iu— qu+iku= 0 


zu übertragen, in der k(>0) und g gegebene stetige Funktionen in J 
sind. Als Oberflächenbedingung nehmen wir = 0. Über die Abhängig- 
keit der zugehörigen Eigenwerte 4 von dem Koeffizienten g gibt der 
folgende Satz Auskunft: 
(I.) Wählen wir für q zwei verschiedene Funktionen g’ und g”, 
und heißen die bezüglichen Eigenwerte (der Größe nach geordnet) A,,4,, 
so bleibt die Differenz A/—A/ für alle n zwischen endlichen Grenzen, 
Be Mi 
Er 
Zum Beweise dieser Behauptung, welche zeigt, von wie geringem 
Einfluß q auf die Eigenwertverteilung ist, benutzen wir die in $ 4 dar- 


nämlich zwischen dem Minimum und dem Maximum von 





*) Daß in der Tat diese Gleichung als die allgemeinste Form des Problems 
betrachtet werden darf, lehrt die in A., 5. 463 von mir angegebene Transformation. 
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gelegte Kontinuitätsmethode. Wir führen also einen Parameter 9 ein, 
indem wir qg in (29.) durch 

9=91+ (1-97 
ersetzen, und verstehen dann unter A,, u, einen Eigenwert nebst zuge- 
höriger Eigenfunktion von (29.), Größen, die so zu determinieren sind, 
daß sie stetig mit 9 variieren. Dann liefert ein analoger Schluß wie in 


$ 4 die Gleichung: 


A); / „ 
er  [kusdp= /(q — d’)uzdp. 
J J 


Es liegt demnach 2 zwischen dem Minimum und Maximum von 7? 


Ya 
und daraus ergibt sich die Richtigkeit unseres Satzes, wenn wir nach 9 
von 0 bis 1 integrieren. 

Demnach kann man sich auf die Untersuchung von 

(30.) Iu+iku=0 (Randbedingung: u= 0) 

beschränken. 

(II.) Für die Anzahl n®(L) der Eigenwerte von (30.), die unterhalb 
der Grenze L liegen, gilt, wenn k, das Minimum, k’ das Maximum von k 
in J ist, 

n®(Lk,) <n®(L) <n® (Lk). 

Bezeichnet nämlich der Buchstabe @ wieder die zugehörigen (Green- 

schen Funktionen, so ist 


G® = Yk(p)k(p') - @(pp‘), 
und mithin sind 
k.G—G® und G®— k,-G 
Kerne von positiv-definitem Typus. 
Um aber ein genaueres Gesetz für n"®= nf zu ermitteln, teilen 
wir J in endlichviele kleine Parzellen J,. J,....J,. Dann ist 
GG 2. GC 


ein Kern mit lauter positiven Eigenwerten (CI, $4), und sein n-ter rezi- 
proker Eigenwert konvergiert mit unbegrenzt wachsendem n mindestens 


so stark gegen 0 wie « (Beweis wie auf S. 191, 192 dieser Note). 


(III.) Infolgedessen ist 
(31.) PP >nP+nD+..+n®; 


Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 3. 26 
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im asymptotischen Sinne aber kann diese Ungleichung (mit einem prozen- 
VlgL 
4 — 
VL 





tualen Fehler höchstens von der Größenordnung ) durch die ent- 


sprechende Gleichung ersetzt werden. 

Wenden wir auf die einzelnen Parzellen J, den Satz (II.) an und 
benutzen die asymptotische Darstellung von n®(L), so ist damit 

(IV.) ein Beweis des asymptotischen Gesetzes 


1 p: . 
nP(L) = 51" /(kip))"dp 


J 


gelvefert. 
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Über die gleichmäßige Konvergenz 
Dirichletscher Reihen. 


Von Herrn Harald Bohr in Kopenhagen. 





Einleitung. 
Es sei 
(1.) 0< <<. <iI,<.r (limi,= oo) 
eine Folge reeller Zahlen und 
(2.) Sa,c nr 


eine zugehörige Dirichletsche Reihe, die ein Konvergenzgebiet besitzt. 

Dann existieren bekanntlich zwei Geraden, die Konvergenzgerade 
o= A und die absolute Komvergenzgerade o=B, wo - m <A<w, 
—o<B<mw, A<B ist, mit folgenden Eigenschaften: Es ist (2.) für 
0o> A konvergent, für o <A divergent, sowie für o > B absolut kon- 
vergent, für o<{B nicht absolut konvergent. Ferner ist bekanntlich bei 
jedem & > 0, E > 0 die Reihe (2.) im Gebiete o > A+ e, |s|< E (dagegen 
nicht notwendig in der ganzen Halbebene o > 4A+ e) gleichmäßig kon- 
vergent. 

In einer Note*) habe ich eine dritte für die Reihe (2.) charakte- 
ristische Konvergenzgerade, die gleichmäßige Konvergenzgerade o= Ü durch 
die folgende Definition eingeführt: Es ist U (-<Ü<x) diejenige 
Zahl, für die bei jedem & > 0 die Reihe (2.) in der Halbebene 0 >CU+ e, 
dagegen nicht in der Halbebene o > € — : gleichmäßig konvergiert. Hierbei 
ist offenbar A<SC<DB. 





*, H. Bohr, Sur la convergence des series de Dirichle. Comptes rendus de 
l!’Acad. d. sc. Paris, T. 151 (1910), p. 375— 377. 


26* 
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Es sei f(s) die durch die Reihe (2.) definierte Funktion. Dann werde 
ich die Gerade o = D folgendermaßen einführen: Es st D(- <D<vw) 
diejenige Zahl, für die, bei jedem &>0, f(s) für 0 > D+ e, dagegen nicht 
für 0 > D— e regulär und beschränkt ist. 

Es sei (1.) eine beliebige Exponentenfolge, die die folgende Be- 
dingung I erfüllt: 

I: Es ezistiert eine Zahl 1>0 derart, daß bei jedem d > 0 


ist *). 

Dann gilt, wie ich in $ 1 beweisen werde, der folgende Satz: Es 
möge die Dirichletsche Reihe (2.) ein Konvergenzgebvet besitzen. Dann vst 
C=D. 

Dieser Satz, von welchem ich in der zitierten Note einen Spezial- 
fall**) ohne Angabe meines Beweises mitgeteilt habe, zeigt, daß unter der 
Bedingung I die gleichmäßige Konvergenzgerade o= ( der Reihe (2.) eine 
für die durch die Reihe definierte Funktion charakteristische Gerade ist, 
d. h., daß sie sich aus den allereinfachsten analytischen Eigenschaften 
(nämlich der Regularität und Beschränktheit) dieser Funktion genau be- 
stimmen läßt. 

In $ 2 werde ich diejenigen Dirichletschen Reihen untersuchen, deren 
Exponentenfolge (1.) die folgende Bedingung II erfüllt: 

Il: Es ist 

| lim nn 0r**), 
Diese Bedingung ist, wie in $ 2 unmittelbar gezeigt wird, mit der folgenden 
identisch: Es ist für jede zur Exponentenfolge (1.) gehörige Dirichleische 


*, Ein wichtiger Spezialfall einer Exponentenfolge (1.), die die Bedingung I 


erfüllt, ist die zu den Dirichletschen Reihen vom Typus > gehörige Exponentenfolge 


/n=logn. 

**, Nämlich unter engeren Bedingungen über die Exponentenfolge (1.). 

***) Es ist die Bedingung II weder in der Bedingung I enthalten, noch ent- 
hält sie die Bedingung I, d.h. es gibt einerseits Exponentenfolgen (z. B. A„ =log.n), 
die I aber nicht II erfüllen, andererseits Exponentenfolgen (z. B. An—ı =, /„ =n+te"), 
die II aber nicht I erfüllen. 
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Reihe die Breite des bedingten Konvergenzstreifens gleich 0, d. h. es ist 
A=B, also auh A=B=(. 

Ich beweise nunmehr in $2: Es ist der gemeinsame Wert von A, 
B und C gleich D, wodurch eine bekannte Eigenschaft der Potenzreihen 
(Spezialfall A, = n) auf eine allgemeine Klasse Dirichletscher Reihen über- 
tragen ist. Damit wird alsdann, für sämtliche Dirichletsche Reihen, deren 
Exponentenfolge die Bedingung II erfüllt, das Konvergenzproblem er- 
ledigt sein. 

81. 

Es sei in diesem Paragraph durchweg (1.) eine Exponentenfolge, 
die die Bedingung I erfüllt. Dann gilt, wie ich an anderem Orte*) be- 
wiesen habe, der folgende 

Hilfssatz 1. Es sei für alle m=1,2,3,... 


gesetzt. Dann ist bei jedem festen x» < — | 


ze en“ 
n=1 
konvergent und 
{ee} ein* 1 
ST 


wobei sich die Abschätzung auf ganzes wachsendes m bezieht. 

Unter Benutzung dieses Hilfssatzes läßt sich nunmehr mit Hilie 
des Cauchyschen Integralsatzes der folgende Satz beweisen. 

Hilfssatz 2. Es sei (2.) in einer gewissen Halbebene konvergent. Die 
hier durch die Reihe definierte Funktion sei für 0>n regulär und be- 
schränkt, d. h. es sei für o>n 

fs)\<k, 
wo k, von s nicht abhängt. Dann ist, bei jedem festen e >0, (2.) für 
o>n+ e gleichmäßig konvergent. 





*) H. Bohr, Einige Bemerkungen über das Konvergenzproblem Dirichletscher 
Reihen, Rend. d. Cire. d. Palermo 1913, $1. Unter engeren Bedingungen über die Expo- 
nentenfolge kam dieser Hilfssatz schon bei den Landau-Schneeschen Untersuchungen 
über das Konvergenzproblem vor. Vergl. z.B. E. Landau, Handbuch der Lehre von 
der Verteilung der Primzahlen, Leipzig und Berlin 1909, Bd. II, S. 840—841. 
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Vorbemerkung: Der folgende Beweis ist einem Schneeschen Be- 
weise*) eines Satzes über das Konvergenzproblem Dirichletscher Reihen 
nachgebildet. Der Unterschied liegt wesentlich nur darin, daß bei unserem 
Beweise die abzuschätzenden Glieder gleichmäßig in bezug auf einen Para- 
meter (die Ordinate # des betrachteten Punktes y= «+ :f) abgeschätzt 
werden. 

Beweis: Es darf offenbar beim Beweise |a,|</k, angenommen 
werden, wo %k, von n nicht abhängt; denn es sei o, irgendein solcher 
reeller Wert, daß (2.) für s= o, konvergiert, dann ist a fortiori 

'a,|=|a,e no | < Konst., 
und es braucht nur statt s die neue Variable = 0o’+it=s— 0, einge- 
führt zu werden. 

Wegen |a,|<< k,, konvergiert (2.) nach dem Hilfssatze 1 für o>!+ 
absolut, also a fortiori für o>/!+ e gleichmäßig; d. h. es ist der Satz für 
n 1 trivial.e. Es darf also beim Beweise 7 <{2 angenommen werden. 
Es sei ferner angenommen, daß die gegebene positive Zahl & kleiner als 


!—n ist. Der Satz bedarf offenbar nur für „+82 <o <I+5 eines Be- 
weiss. Es sei y=«+:Pß; dann lautet die Behauptung: es ist gleich- 


mäßig für nt e<e<Itz 


km + km 
2 
Es folgt zunächst in üblicher Weise, mit Hilfe der beiden bekannten 
Ungleichungen **) 


das w, des Hilfssatzes 1 bedeutet. 


wo Um 


“+ wi 
[Ea-2m <2% (für a >0, w—>0, 2>0), 





ra+wr 
[Ta <3& (füra >0, >0, 2<0), 


die Abschätzung 


*) Vergl. z.B. Landau, a.a. 0. 5. 844—848. 
**, Vergl. Landau, a. a. 0. S. 825—826. 
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IHe+ßi+wi 
e”’m(s -y) E 21 © | (umy—n) d+e—a) 
— Hs)ds—2ni 3 ae Ww|<— 3 aueh | —— 
.—y Ag < U HE u Um — An 
I+E+ Pi—wi 
w.(+Ee—a) —An (+8) —2.,(+e) 
= 1. Be 5 ein Rn LER 5 ey 
(0 n=1 | Um — In| “v n=1 |Wm — An! 


also nach dem Hilissatz 1, wenn ich in der Folge mit k,,k,,... positive 
Konstanten, d.h. nicht von y, m und w (wohl aber von «) abhängige 


Größen bezeichne, 











| I+F+pi+wi 
| e’m(se7) ? k 
| — f(s)ds-—- 2ni 3 ac Wi <Z=emtn, 
se ı In < Um w 
I+ + Bi—wi 
Ich setze nunmehr = w(m) = e®”""""; dann ergibt sich 
| 1464 Bit md | 
| gem ! 
| ———— f(s)ds — 2ni 3 a,etr| < kette, 
| In <Um 
| 
He + Bei | 
Es werde nunmehr der Cauchysche Integralsatz auf den Integranden 
e”’ m 7) 
f(s) 
Er 


und das Rechteck mit den Ecken !+*+ Pi wi, n+ 5 + Pit wi ange- 


wendet, auf und in welchem der Integrand nach Voraussetzung bis auf 
den etwaigen*) Pol s=y mit dem Residuum /(y) regulär ist: 


IH e+Pi+wi +5 + Pius 
em 67) 7 \ e”’mt-7) d 
7; f(s)ds = 2nif(y)+ De (s)ds 
i+2:+ pi—wi I+e+ Ai—wi 
+. +#+i I+e+Bi+ wi 
gms y) e”’m(s -y) 
+] SE poas+| © Asyas. 
n+ + ui +; +Pi+wi 


Nach Voraussetzung ist für o>n 
| / (s )| = ki; 





*) Für f(y)= 0 ist s=y eine reguläre Stelle, also die folgende Formel auch 
richtig. 
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das erste und dritte Integral auf der rechten Seite ist also, jedes absolut 


genommen, kleiner als 
Ym(l+2—a) um (ln) 


(I-7+35 ) — ı<k, : “ — = hen, 


und für das zweite See er der rechten Seite gilt die Abschätzung 








| 








IE We 2 log w = Bo 2u,li—n)<he "®. 

Es ergibt sich somit schließlich für alle dem Streifen „+ «<e<I+ , 
angehörigen y= «a +1:ß 

IN), Z We |<; (Are 


An<Um 


—Unl— 


€ N € 
n) — u „(l—n) Um — Un 
+2k,e " + ke "3 )—he En 


wo kn von y ui m nicht abhängt; d.h. es ist gleichmäßig für 
n+:<e<l+ 3 
fy)=lim 3 „ew, 


m=o In<Um 
womit der Hilfssatz 2 bewiesen ist. 

Es habe C und D die in der Einleitung erklärte Bedeutung, dann 
läßt sich nunmehr leicht der folgende schon in der Einleitung erwähnte 
Satz beweisen. 

Satz I: Es möge die Dirichletsche Reihe (2.) ein Komvergenz- 


gebiet besitzen. Dann vst 
| C=D. 


Beweis: Da die Reihe (2.) ein Konvergenzgebiet besitzt, ist nach 
der ersten Hälfte des Hilfssatzes 1 die absolute Konvergenzabszisse B< x. 
Wegen Ü<B, D<ZB ist also sowohl C als D von -+ co verschieden. 

1) Es ist O<{D; denn nach dem Hilfssatz 2 ist bei jedem 7 —>D, 
e>0 die Reihe (2.) für o>n-+ : gleichmäßig konvergent: es ist also, 
bei jedem n„ >D, C<nd.h. e st O<D. 
| 2) Es ist aber auch D<<C; die Richtigkeit dieser Behauptung er- 
gibt sich sofort folgendermaßen: Bei jedem o,>( ist (2.) für 0o>o, 
gleichmäßig konvergent; es ist also a fortiori ein positives ganzes N= N (0,) 
‘so wählbar, daß für 0 >o, 


»n+ 4 + /fi+ wi w 
ew un ” emlrt; —a) un di 
m m 
— ee 
5, — Y & 
-- ) Var ag R —+# 





is‘ 


a A 9 u 
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5 ae n® | et 


in=N+1 
ist; dann ist für 0 >o,, wegen 4, >0, 


N j N 
'fs)) <2alei%+ 1=K, 
wo K von s nicht abhängt; es ist also, bei jedem 0, >(‘, f(s) für 0 > o, 


regulär und beschränkt, d.h. es ist D<C. 
Damit ist der Satz I bewiesen. 


$ 2. 

Es sei im folgenden durchweg (1.) eine Exponentenfolge, die die 

Bedingung II der Einleitung erfüllt, d. h. es sei 
. logn 
Ex 
Anders ausgedrückt sagt diese Bedingung aus*): es ist die Konvergenz- 
abszisse der Reihe Se" gleich 0, also Zen? bei jedem d>0 kon- 
vergent, d.h. es ist für jede Reihe (2.) die Konvergenzabszisse A gleich 


=(. 


der absoluten Konvergenzabszisse B. 
Wie ich an anderem Orte**) bewiesen habe, gilt der folgende 
Hilfissatz 3: Es existiert eine reelle Zahlenfolge OL <w, <w, < ++» 
<w„<..- (limw,= ®) derart, daß bei jedem festen x <_0 


en) Amx 
. -0O(1) 





nl | Wm—An| 
ist, wobei sich die Abschätzung auf ganzes wachsendes m bezieht ***). 
Es bezeichne im folgenden w, < wg; +++ <w„< +++ eine Zahlenfolge 
im Sinne des Hilissatzes 3. | 
Hilfssatz 4: Es sei (2.) in einer gewissen Halbebene konvergent. 
Die hier durch die Reihe definierte Funktion f(s) sei für 0 >n regulär und 
beschränkt. Dann ist bei jedem festen e 0 gleichmäßig für 0 >n+ € 


. x ins 
/ (s) = lm = 


m=X An 


ae 
Um 


Vorbemerkung: Der Satz besagt nicht die gleichmäßige Kon- 
vergenz für o>n+ s der Reihe (2.), d. h. der Reihe 


*) Vgl. z.B. Landau, a. a. O., S. 732, Satz 5 (Siehe auch die Fußnote). 


**, H. Bohr, Einige Bemerkungen, a. a. O., $ 3. (Dort ist speziell = 0 zu setzen). 


hm 
***) Es ist das jetzige w„ nicht mit dem w„ = „Ent des Paragraphen 1 





zu verwechseln. 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 3. 27 
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u" + ae "+ «4 a,e " 400%, 
sondern nur die gleichmäßige Konvergenz für 0>n-+ s der Reihe 


—A.8 — 18 — 1.8 
y 93 Ane “ + D 3 a„e . + +. + PP} A„e PL), 
An<w, w,< Au<Tw u, ,<An<u, 


Beweis: Auf Grund des Hilfssatzes 3 (der hier an Stelle des Hilis- 
satzes 1 tritt) wörtlich wie der Beweis des Hilfssatzes 2, wenn in diesem 
letzten speziell {= 0 gesetzt wird. 

Es habe A, B und © die in der Einleitung erklärte Bedeutung; 
dann ist A=B=( und es gilt der folgende 

Hilfssatz 5: Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 4 ist der 
gemeinsame Wert von A, Bund C kleiner als oder gleich n. 


Beweis: Da bei jedem d>>0 Ze” konvergiert, genügt es 
offenbar nachzuweisen: zu jedem d>0 gibt es eine Zahl N=N(d) >1, 
derart, daß für n>N 

| EP a kan | <]1 
ist. 


Nach dem Hilfssatze 4 ist speziell auf der Geraden o= + Ö die Reihe 
P; ae" +2 a, +..+ 5 a,“ ie 


| ,<w, 0 <A <w, Um Anm 
gleichmäßig konvergent. Es gibt also a fortiori eine ganze Zahl M-M (d) >2, 
so daß füro=n+d und m>M 

| za," <ı 

| Um <—in<um || 
ist. Es sei N=N (d)>1 so gewählt, daß 4,> wy_, ist; dann behaupte 
ich: dies N hat die obige Eigenschaft. In der Tat, es sei n>N und 
m = m(n) > M diejenige Zahl, daß w„ , <A,<- w, ist: dann ist offenbar, 
wegen der bei jedem reellen z2-++0 gültigen Gleichung 


1 n+I+i7 
lim q [re- 0, 


T=o 
n+d 
1 n+ö+i7 
f N 
a, = lim m e”( 2 a,e ")ds, 
T=a ® Um—ı <A<Um 


also, wegen 





*) Wenn kein A„<w, ist, bez. kein A„ dem Intervalle w,_ı < x < w, an- 
gehört, soll sy bzw. >} die Zahl O bedeuten. 


An<w, 0, , An W, 





d: 


ge 
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| a 2 | 1.40 
| 8 BAR | e ( 
| fer zZ ae Yydl<e""".T, 





d. h. 
la,e +9] < Y 

Es seien A, B, C und D die in der Einleitung definierten Zahlen; 
dann ergibt sich nunmehr unmittelbar der Beweis des folgenden Satzes, 
welcher das Ziel dieses Paragraphen bildet. 

Satz Il: Es möge die Dirichletsche Reihe (2.) eın Konvergenz- 
gebiet besitzen. Dann ıst der gemeinsame Wert von A, B und Ü gleich D. 

Beweis: 1) Auf Grund des Hilissatzes 5 ist A<D. 

2) Da jede für > o, konvergente (also auch absolut 
konvergente) Reihe (2.) eine für 0 > o,+ e (&>>0) reguläre und beschränkte 
Funktion darstellt, ist D<A. 

Es ist also A= D*), w. z. b. w. 





*) Als Beispiel einer Dirichleischen Reihe, deren Exponentenfolge die Bedin- 
gung II erfüllt, und die über ihre Konvergenzgerade hinaus regulär ist, sei die folgende, 


in $ 3 meiner zitierten Palermo-Arbeit betrachtete Reihe 2 (— 1)"" e'" erwähnt, 


n=1 
wo An ıen,Am —=nte "ist. Es ist diese Reihe nur für o>>0 konvergent, während 
die durch die Reihe definierte Funktion eine ganze Transzendente ist. 














Über das Verhalten der Integrale einer linearen 
Differentialgleichung erster Ordnung in der Um- 
gebung einer Unbestimmtheitsstelle*). 


Von Herrn J. Horn in Darmstadt. 





Der in Bd. 120 und Bd. 122 dieses Journals unter gleichem Titel 
erschienene Aufsatz soll im folgenden im Hinblick auf wichtige neuere 
Untersuchungen von Watson über asymptotische Reihen **) weitergeführt 
werden. 

In dem früheren Aufsatz (Bd. 120, S. 1ff.) wurde die lineare Difie- 
rentialgleichung 


(D.) FU + gla)y= h(a) 


betrachtet, worin k >0 eine ganze positive Zahl, 


g(2)=1+a2 +++ aa 
und 

h(x)=b+b2+b0”+ 
eine konvergente Potenzreihe von x& ıst***). Die Differentialgleichung (D.) 
wird formell befriedigt durch die im allgemeinen divergente Reihe 


© 
S=3:cr, 
n=(0 


deren Koeffizienten sich aus den folgenden Gleichungen ergeben: 


*, Vgl. den Aufsatz in Bd. 120, S. 1—26 und Bd. 122, S. 73—83. 
**) A Theory of Asymptotic Series; Phil. Transactions of the Royal Society 
of London, A 211 (1911), S. 279—313. 

***) Die Differentialgleichung (1.) in Bd. 122, S. 73 ist durch (D.) zu ersetzen. 
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+ 4GH1t ++ db; | 

tat ++ mar turn — kon an br. “> 
A. a. 0. sind die folgenden %k ausgezeichneten Integrale der Differential- 
gleichung (D.) betrachtet worden: 


ı PA © = + „koı P a, 4 ei 2 BR... 
u er* (k—1) 21 u 1% [ h (2) e kık (k—1)2K—1 3 "k d«; 


(m=0,1,...k—l) 


Nm 


‘ 


der Integrationsweg verläßt den Punkt z=0 mit argz= = ” oder mit 














2mn — rn mn + 
einem zwischen L und L gelegenen Argument, und die Ver- 
änderliche z wird auf den Sektor 
mn" 40 mn +9 
k - ur Ka = k n 


beschränkt, wo Jd eine beliebig kleine positive Größe darstellt. Setzt man, 
unter n eine der Zahlen 0,1,2,... verstehend, 
Motte te", 

so bleibt y„ unter einer endlichen Größe, wenn |x| hinreichend klein 
angenommen wird, während x in dem angegebenen Sektor bleibt*). Oder 
anders ausgedrückt: die Funktion n„ wird in dem bezeichneten Sektor 
durch die Reihe S asymptotisch dargestellt. 

Nach Watson ist es wichtig, die Abhängigkeit des Reihenkoeffizienten 
c„ und der im Restglied enthaltenen Größe y„ vom Index n zu untersuchen 
oder, wie Watson sagt, die Charakteristiken der asymptotischen Reihe zu 
bestimmen. Dies wird für unsere Reihe in $ 1 durchgeführt. 

Das Laplacesche Integral, welches sich im Falle k=1 nach der 
Theorie von Borel und Watson aus der asymptotischen Reihe S herleiten 
läßt, kann auch unmittelbar aus der Differentialgleichung (D.) erhalten 


*) Zwischen y„ und der a.a. 0. mit &„, bezeichneten Größe besteht die Be- 


ziehung Ya = j : 
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werden, wie in $ 2 gezeigt wird; für den Fall k>1 ergibt sich in s 3 
eine Abänderung der Laplaceschen Integraldarstellung. 

In $ 4 wird andeutungsweise gezeigt, wie sich für die Integrale 
"m konvergente Fakultätenreihen aufstellen lassen *). 

Die Differentialgleichungen (D.) und die Integrale 7, bilden nicht 
nur ein einfaches Beispiel zur Theorie der Differentialgleichungen mit Unbe- 
stimmtheitsstellen und der asymptotischen Reihen, sondern sie stellen auch 
ein wichtiges Hilfsmittel für weitergehende Untersuchungen dar, wie sich 
in verschiedenen Arbeiten über lineare und nicht lineare Differential- 
gleichungen gezeigt hat. 


$ 1. 
Um den Koeffizienten c, der Reihe 
S= 3 0”, 
n=0 


welche die Differentialgleichung (D.) formell befriedigt, als Funktion von 
n zu untersuchen, benutzen wir die Rekursionsformel (lineare Differenzen- 
gleichung k-ter Ordnung) 

ton tt int (tn — Klon = bn- 
Diese geht durch die Substitution 


L 
—= (n!)*(1 + e)"C,, 
wo & eine beliebig kleine positive Größe bedeutet, in die Differenzengleichung 


+ WO +. +0 | - 
(n!)#(1+ e)* 





mit den Koeffizienten 





oe = = 4, N. a1), nn (1- + ey; (=1,...k—1) 
mi 
PP=(1+° SE (12 + 0)% 
über. 


*) Vgl. den Aufsatz des Verf. „Fakultätenreihen in der Theorie der linearen 
Differentialgleiehungen“ (Math. Ann., Bd. 71, S. 510—532) und die Arbeit von Watson 
„Ihe Transformation of an Asymptotic Series into a Convergent Series of Inverse 
Factorials“ (Rend. del Cire. Mat. di Palermo, Bd. 34, S. 1—48). 











100) 
ot 


1 
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Es sei 
o=limsupV|b, |, 
also = der Konvergenzradius der Potenzreihe h(z). Dann ist, wenn 0 > o 
angenommen wird, 
db, <Bo”, 
wo ® von n unabhängig ist. Es ist 
l<lPl.J +. +pPl-jo,.]+ — 


(n!)*(1+ e)" 
Der Ausdruck 
P=|PW|+...+ v4 - 
(n!)E(1 + e)" 
hat für n=-w den Grenzwert 


lim |p®|= (1+.)*<]; 


n=® 


daher ist P<<1 für n>n, (n, hinreichend groß). Wir nehmen an, die 
Größen |C,|, |C}\s ».., IC, , seien höchstens gleich der positiven Größe A; 
wir setzen A > voraus. Dann ist für alle n 
a <4; 
denn unter der Annahme | 0, , <A, 0,5, <A,... ist \0,|<PA<.A. 
Es gilt also der Satz: 
Die Koeffizienten der die Differentialgleichung (D.) formell befriedi- 


genden Reihe 
S= + c7+ + ... 
genügen der Bedingung 


1 
|< Afn!)*(1+E*, 
wo A und e von n unabhängige positive Größen sind und & beliebig klein 
angenommen werden kann. 
Aus der Stirlingschen Formel folgt 





eo 
r(% +1) 


wo Q eine von n unabhängige positive Größe darstellt. Demnach ist 
1 


|< Am? + <A-QT (TH 1)RE (14 e)" 


oder, wenn AQ= 4A’ gesetzt wird, 
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R 
<A HI) IE (IH eo). ' 
Im Anschluß an $ 1 der Arbeit in Bd. 120 soll die in der Gleichung 


mot ut + art : 
enthaltene Funktion y„ genauer untersucht werden. 
Setzt man 
1 "k—1 +7 1 %—1 
J= ee" kl; | A ai " 
S ö 
wo der frühere Integrationsweg benutzt wird*), so erhält man durch 
partielle Integration 
g m J,+ uU, + | + 09,.,1J,1:-1 + (a, + v)JI,rr- \ 
Wenn man vermittelst dieser Formel x” in dem Ausdruck 3 c,x’ durch ; 
x v=0 
J,,J,,1,... ausdrückt und die Rekursionsformeln für die c, benutzt, 
erhält man 
rate tt ebhtbditr tb Bi Ir 7 — BP nrı 5 
dabei ist 


Ei 
BV FERN Cn+1 PIE PR 


2) __ 
BP = Or + yo Ders : 


k 
Bi = Ort br ı tt nr — Dark: 
Unter Anwendung der Bezeichnung 
0 1 2 
gi . DB + Dar ”- Cn+1> 
1 2 En 
m u BP» + Du+2 = nr t A inrı; 


k—1) _ Pk ru 
= BP + Dura = On + Hy t + nr 
gu” = Onturi uZh) 


ist 
m = 2b), = ot +. ++ rt ® Art 
= ot + +++, 





| *) Vgl. die Einleitung und Bd. 120, S. 4—5. 
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Durch die Substitution 


erhält man 


© k—la,_ tz) k—ı) ar +n+]1 . 
1 © -7- en ch ie R z log (1+ 2) 
im A) ayt 2 i=1 Ir 
Ka 3 PR ui 


0 


Die Betrachtungen in Bd. 120, S. 7—9 erfahren folgende Ab- 


änderungen. 


Wir setzen 


i 


v=re?, z=oe?; 


wir nehmen 


- Sun +’ <p<—2mn+ s — I, an+ "<kI+py<n—/ 


an, ww 0 <!"<n,0<NV’<-Z ist; wenn d=-N+0” gesetzt wird, ist 


2 


0<d< 4 und 3J=argz wird auf das Gebiet*) 
mn "+0 mn +0 
zu <arge < — 7 
beschränkt. 
Es ist 


1+2!u|=Y1+ (o'r)? + 2e*r cos(kI +9) > V1-+ (er)? —2e'rcosd’ >sind’; 








demnach ist der absolute Betrag von 


T 
= 


k 
Vıirzw 
höchstens gleich 


Nimmt man 
k usa 
e<rVsin d’, ı< - 


a 1 1 . 
so ist ® </r und, wenn Pe Pre ist, 





*) Die früher mit d bezeichnete Größe heißt jetzt . 


Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 3. 28 
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© L) x Bart!(a’ r)* 
Ze En <Z Er 


Ferner ist c 
1 


|< (in +1) + gr. A 
1 
RE a ln la,| r)- 








mM < (n+ 1) (+e u PL EN nn :)' 
(+8 (n + 2)* ...(n+k)k 


A 7 ı 
e 3 or < (mt)FL +)" 


u rn 
wo € >e und W von n unabhängig ist. Demnach ist für oe <rYsin d’ 
R m+1 k ı 
Zr <m He + LH at), 
vi E 
wo X von n unabhängig ist. 
Der reelle Teil von 











1 
vw a ,[(A+#wt—-1]] atn+l 
u 2 z log (1 + «*w) 
ist nicht größer als die Summe aus dem reellen Teil 
7608 p __ rsind” 
k = k 


des ersten Gliedes, dem reellen Teil des letzten Gliedes und den absoluten 
Beträgen der übrigen Glieder. Diese absoluten Beträge sind nicht größer als *) 


i 


en M;r*. - G=1,...k—1) 


Der reelle Teil des letzten Gliedes 


Ad +nH+l 
= i log (1+ «*’w) 


ist nicht größer als die Summe aus dem absoluten Betrag von 








-Feaıtrze) 


und dem reellen Teil von 


*) Bd. 120, 8.8. 
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"log (i+ zo), 
d. h. nicht größer als*) 
ku (log (1 + #r) — log sind’ + n) —" B 
Es ist also 


- log sın d”, 


1 
1 = 
nr | S ’\n k 
7a<, Alte) (n!)" x 
. b 
indr kllap; a7 
fr —_ m Mr" + (log (1+ rk r) — log sin ö’ + a) - log sin Ö’ 





k 


dr 


0 
4 1 at 
= A1+ €)" (n!)* (sin BR 
r 4 
_ 2, 2 E a, 
fr + ;* _ 2. + nz (log (I+rk r) — log sin d’ + n) 


— B(n!)* ( wer) 
V sin d’ 


wo B von d und d’ abhängig, aber von x und n unabhängig ist. Da «’ 
beliebig wenig größer als & und & eine beliebig kleine positive Größe ist, 
so ist auch &’ eine beliebig kleine positive Größe, für die wir künftig & 
schreiben. Die zum Integral n,„ gehörige Funktion y„ möge jetzt mit y{” 
bezeichnet werden. 

Wir haben den Satz bewiesen: 

Wenn man 


dr 


Mor ct ++ year (m=0,1,...k—1) 
setzt, ist für 


k 
x! <ırysind’, ı< 2, 








Imn "40 mn -- ur 
k Zus — — 
we 0<N'<a, 0o<e<T, Vo ist, 
1 n 
y1+ 
m <Bal’(2—) 
Vsin d’ 





*) Bd. 120, S. 8 unten. 


28* 
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wo B und & von x und n unabhängige positive Größen sind und s beliebig 
klein angenommen werden kann. 
Durch eine ähnliche Umformung wie oben ergibt sich 


k n 
ei<Bret+ Ye - 2) 
V sin d’ 
Der Fall k=1, d.h. die Differentialgleichung 


(D,.) = + (1+ a2)y= h(a)= b,+bc+b2®+.-- 


möge noch in etwas anderer Weise behandelt werden. 
Die Koeffizienten der Reihe $ berechnen sich aus den Gleichungen 


Gb; „t(a+tn-—|) by (n>1), 





so daß 
= 3 (—1"”7b,-(a+u)(a+u+l).»(a+n—]) 


u=0 
ist, wobei (+ u) (a+n—1) für u=n durch 1 zu ersetzen ist. Für 


n=1,2,... ist 
SZ B.l-laltmlealta+n--(al+n-1) 


bu 
= ((a|+ 1). (al+n— 1) ((do|- Volt Seren: deu) 


<dal+ 1) (a]+n—1)-8(al+ 3,1) 
Br (\al+1)--(al+n—1), 
wo A von n unabhängig ist. 
Wir haben hier die ausgezeichnete Lösung _ 


1 u 1 
> h(x a une 
ne | ie "2" de, 
0 


wo der Integrationsweg von <=0 mit 5 <arg 2<5 > ausgeht, während 


n 





die obere Grenze z dem Sektor — = +0<age< = — d angehört. 
Nach den obigen Formeln ist für k=1 
= t Gate tt yet, 


© 
ii [? gu y« . eP—tatn+1) log (1420) Ip; 


dabei ist 
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(0) _ os 
In = n4ı5 = Onturi . “zZ 


.. Be 1 . 1 1 = 
Für |v)<ı<. „ Ist, wenn — >, > angenommen wird, 





© | © 
Eu <alalt+ Y- (alt n)+ EBortt 
ıu= : m 
on ie 
=A(la|+1)---(al+n)+ 1-07 ZNlel+1) (alt n). 
Für 


| <tsind”, -F+)<ags<’t—), 


ö’<- 0 ist, ergibt sich 
M|< A’ (ie) +1). (ja + .n) (sin 0°)” fer Pr lilostren—iogsind tn gr 
0 


<B(la|+1)..-(a|+ n)(sin d’)”, 
wo B von n und z unabhängig ist. 
Es gilt also der Satz: 
Die Koeffizienten der Reihe S, welche die zu k=1 gehörige Differential- 
gleichung (D,.) formell befriedigt, erfüllen die Bedingung 
ol<alal+1).-(altn-n, 
wo A von n unabhängig ist. Wenn man 
n=o taste tet 
setzt, so ist für 
|| <rsin d, -F+0<ags<”” 0, 


w0<(l!'<ı, I<I<Z, ”<0 is, 
Ya <B(la|+1) +-- (Ja|+ n) (sin d’y*, 


wo B von n und x unabhängig ist. 
Nach der Sterlingschen Formel ist 





also 


vi has A aj—1 
(aj+1).---((al+n—1)= Flayyzinn En 
(al+1).---(al+n)<Wn!n". 

Unter den in dem obigen Satze angegebenen Bedingungen ist also 


| <A nme, |y,|<B’n! (sin) ne, 
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wo A’ und B’ von n und x unabhängig sind. Daraus folgt, wenn unter : 
eine beliebig kleine positive Zahl verstanden wird, 





Ä ı 1+.\" 
al <Ant(i+t 0", nI<SBrRiz), 
was mit dem oben für beliebiges k bewiesenen Satze übereinstimmt. 


L 


82. 


Nach der Borel-Watsonschen Theorie der asymptotischen Reihen *) 
läßt sich aus der Reihe 


= z „X, 
welche der Differentialgleichung 
(D.-) ® 2 + (1+a2)y=h(a)= Fb,a' 


formell genügt, ein Integral 7 der Differentialgleichung herleiten. Nach 
Watson ist n die einzige Funktion, welche für |jargz| < =_0 durch die 


Reihe S asymptotisch dargestellt wird (wobei vorausgesetzt wird, daß der 
Rest das für y„z”*'" nachgewiesene Verhalten zeigt). Die Borelsche asso- 
ziierte Funktion | 


© ni” 
dt 7 
verhält sich wegen 
I ä 
B <A(l+e) 


(£>0 beliebig klein) für |{|<1 regulär; auf Grund ihres Verhaltens im 
Unendlichen ergibt sich nach Watson, daß das Laplace-Borelsche Integral 


we 
n= z, ve "dt 
in einem gewissen Gebiet der &-Ebene konvergiert und die Funktion n 
darstellt. 
Wir wollen jedoch diesen Integralausdruck für n ohne Benutzung 
der allgemeinen Theorie der asymptotischen Reihen unmittelbar aus der 
Differentialgleichung (D,.) herleiten; dabei ergibt sich eine Differential- 


*) Borel, Lecons sur les series divergentes (Paris 1901). — Watson, Phil. 
Transactions, A 211, S. 279ff. | 





lir 


ist 
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gleichung für die Funktion v(tf), aus welcher deren Verhalten hervorgeht. 
Wir suchen die Differentialgleichung (D,.) durch ein Laplacesches 
Integral 


zu befriedigen. Dabei nehmen wir an, die Funktion v(t) und der gerad- 
linige Integrationsweg (argt= w) seien so beschaffen, daß alle vorkommenden 


Integrale in einem gewissen Gebiet der z-Ebene konvergieren. Es muß also 
t 


limve *=0 
sein, wenn ? auf dem Integrationsweg ins Unendliche geht. Für t=0 
möge v=c,=b, sein. Man hat 


nn AR five ® di — Sera 
dz t. 
eb [ie] + [ Ar di fde dt 
0 


Es [ Ro dt. 
Wegen 
| <Bo”" (0’>o) 
ist 
[) bt! 
= (n—-1)! 


eine ganze transzendente Funktion von t£, deren absoluter Betrag höch- 
stens gleich 

Er = en 
ZN = Bo e 


ist. Es ist 


für large—o|<;5 und 
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5 h z es bir is 
Edel) 23 © 


falls 


einen Sinn hat, d. h. für 
ei j 
R (—) >o. 
Durch Einsetzen der aufgestellten Ausdrücke in die Differential- 
gleichung (D,.) erhält man 


at RB . m z a 
# (t Fri ne Fr + at En dt=0. 


Die Differentialgleichung (D,.) ist also erfüllt, wenn v der Differential- 
gleichung 


© b„ jn—1 


dv 
(E.) (+ )ztre=2 m! | 
genügt*). Die durch die Anfangsbedingung t= 0,9 = «= b, bestimmte 





Lösung von (E.) ist 








NS — . a—1 - b„1"1 
v=b,+(t+1) ft +1) zZ a_D dı. 
Sie läßt sich, da sie im Endlichen nur die singuläre Stelle 2=—1 hat, in 
eine für |{/<<{1 konvergente Potenzreihe entwickeln: 
= > A,l”. 
n=(0 
Durch Koeffizientenvergleichung erhält man aus (E.) die Rekursionsformel 
Ön 
Area (n=1,2,...) 
während für die Koeffizienten der Reihe S die Rekursionsformel gilt: 
„t+r(a+n—1)e,_,=b. (n=0,1,2,...) 
Wenn A,=c, angenommen wird, ist also 
Bi. 
n 
Demnach ist 
© ut" 
2 n! 





*) Man kann (E.) als Zaplacesche Transformierte von (D,.) bezeichnen. 


is 


d 


is 
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diejenige Funktion, welche sich vorhin aus der divergenten Reihe S als 
Borelsche assoziierte Funktion ergeben hat. 

Wir beweisen den Satz: 

In dem Sektor 

largt <n— 09 (0 <4<n) 
ist 
v/<Ke', 

wo 0’ eine positive Zahl größer als o und K eine positive Konstante 
darstellt. 

Es ist nämlich in dem genannten Sektor, der &, heißen möge, 


© —1 | " 
(+12 ei | EN, 
| ul 5 1 Zu 9 ZZ 
wo 0” >> 0’ beliebig angenommen und P eine Konstante ist. Demnach ist 
| e a: b„ a | ie oz! a 
/a+) z ammi<t e dr er ee 
16 | 0 


und 
0b < | + Yet < Qe”t, 


wo 0’ > 0" beliebig zu wählen ist, während Q@ eine positive Konstante 
darstellt. Da 0”’ ebenso wie 0’ eine beliebige positive Zahl größer als o 
ist, so kann statt 0’””’ wieder 0’ geschrieben werden, so daß der ausge- 
sprochene Satz bewiesen ist. 
Wir wollen nachweisen, daß im Sektor ©, 
@v|_ Clal+1---(altn) au 


ur — sin" 0 
ist, wo Ü von n und £ nicht abhängt. Nachdem dies gezeigt ist, ergibt 
sich durch dieselbe Umformung wie am Schluß von $ 1 der Satz: 
In dem Sektor |argt <n —® ist 


pains <n! a, ‚Ket, 


wre 
wo e eine beliebig kleine positive Größe und X eine von n und ti unab- 
‚ hängige Größe ist. 
Setzt man 


so ist 


Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 3. 29 
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also 1 


am) < 3 BE _ gunen, | 





Durch n-malige "NN ENEEE der er (E.) ergibt sich die Gleichung 
+1) Fr +(a+n) Zn G" (t); 



































hiernach ist im Sektor ©, wegen |t+ iz > sin 6 
| _ dal + n)| | + 10mQ)ı 
der — sin 7 5 
Unter der PN ) 
@0| _ Onllal+1)---daltm) u 
| dir | = sin” @ 
erhält man | | 
ıartiy Carı(lal +1)---((al+n +1) o’|t| 
dir+t = sin*+1 9 . 
m dlal+tn B 0’ (0’ sin H)" B 0’ (o’ sin ar 
On = Onfafsn+i * dalFd--daltnHD Set m 
Demnach ist 
uno Bo’ (0’ sin @)r PER 
n+1 _ +2 y! <0U+ Boe ’ 
so daß alle ©, unter einer festen Größe C liegen. 
Für 
= |tl® (o|<n— 0) 
ist 
| ev r 
ve |< Kerle -un(G 2 = Ke -C Zi In, 
es ist ' 
t 
limve *=0 für lim lil= 
in dem Gebiet 


eo } 

n(—)> eo 
oder, da 0’ beliebig wenig größer als o ist, in dem Gebiet 
d.h. im Innern des Kreises, welcher die Verbindungsgerade der Punkte 


t=0 und z= z als Durchmesser hat. In diesem Gebiet ist 
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mit dem Integrationsweg argt= w konvergent und stellt ein Integral der 
Differentialgleichung (D,.) dar. 
Durch wiederholte partielle Integration ergibt sich 


1 4 dv dep, —L de+2y —- 
f»e "d=— (+24 tt pt )® "+ ar ars © ” dt. 





Wir integrieren mit argi=w (w|<n—#) von i=0 bis t= x; in dem 





Gebiet 
Bi. , 
x(7)>0 
ist 
lim = e ’- V, (v=0,1,2,...) 
und für {=0 ıst 
eV & 
Be 


Demnach ist 


er © 2 — 
v-,/v r Ze =ot+G2+ +0,10 + ar nn. ” dt 


0 


— u. gt ++ yart!, 





Man hat 
n+2 > i 
nl < Ant ++ Kin+2)1(itE) f* LT 
oder, wenn 


eiw — [7 ’ 
R x ">e'’>6 
angenommen wird, 
1 ad. € ng 


K - 1 ” 
nl <SAnt tat + ra Bntl I), 


Be“ 





wo € >: und B von w und n WE ist. Unter Änderung der 
Bezeichnung können wir sagen: 

Es ist 

t 
y= [ve di= +0 tt rat, 
0 

und zwar ist, wenn auf dem Integrationsweg argt=w (|w| <n—®) ist, 
in dem Gebiet 


29” 
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x eo a ‚ 
N (—) | 
Ä 1+raY" 
I BEL, 
yl< Bat), 
wo & eine beliebig kleine positive Größe und B eine von n und w unab- 

hängige Größe ist. 

Läßt man w zwischen — zn +® und n—®# variieren, so ist die 


Funktion y durch das Laplacesche Integral in der von den Kreisen 
N (—) > 0° überstrichenen Fläche dargestellt; in dieser Fläche erfüllt z, 
die angegebene Bedingung. 

Die Funktion y läßt sich in der Form 


1 
y-n+ ce’ x" 
schreiben, wo n das früher eingeführte ausgezeichnete Integral der Difie- 
rentialgleichung (D,.) und c eine Konstante ist. Wenn x längs der posi- 
tiven reellen Achse zur Null geht, ist sowohl limy=c, als auch limn= «,, 
so ddß c=0 sein muß. Demnach ist 


Wir fassen die Ergebnisse von $2 in den folgenden Satz zusammen: 
Zu der divergenten Reihe 


S= oe, 


n=0 
welche die Differentialgleschung (D,.) formell befriedigt, gehört die Borelsche 
assoziierte Funktion 
Cu f" 
n! ’ 





v=.: 
n=0 
welche der Differentialgleichung 
d 
(+1); tav= 2 — 


genügt. Die Funktion v hat im Endlichen nur die singuläre Stelle t=—1; 


in dem Sektor 
largti<n—0 (<#<n) 

ist 

drv| 1+8e 

ch 0 2 ei 

dir | in sin 0 





n 
) -Ke", (n=0,1,2,...) 
| 


wo 0 >o und e>0 beliebig gewählt sind, während K hinreichend groß 
und von n und t unabhängig %st. Das Laplacesche Integral 





er 
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erw 
R (—) >6; 
die u -n<w<-n gehörigen Laplaceschen Integrale stellen wn der von 


den zugehörigen Kreisen überstrichenen Fläche das ausgezeichnete Integral n 
($ 1) der Differentialgleichung (D,.) dar. 


8 3. 
Wird 
ans 
a=e! 
gesetzt, so ist 
5 Ph 
p=0 


gleich k fürk=0,+%k, +2k,..., gleich 0 für alle anderen positiven oder 
negativen ganzzahligen Werte von A. Wenn x dem Sektor 








= +0 = 

<a <-— 
angehört, liegt «"z (m =0,1,...%k—1) in dem Sektor 
mn +0 2m + 0 
——- <arge< - r q 


in welchem das Integral 7„ der Differentialgleichung (D.) definiert ist. 
Nach $ 1 gelten die asymptotischen Gleichungen 


© 
Nm (@”" x) 2.0,(0"2); m=0,1....k—1) 
ya 


daher ist, wenn p eine der Zahlen 0,1,...%--1 ist, 


k—1 ee) k—1 
4 au k 2k 
zart)» Ze, Zar = he, + ka + hot. 


m=0 r=(0 m=0 


Wenn die Bezeichnung 


1 “1 
ook = l, kar rm le") = p,(t) (m=0,1,...k—1) 


benutzt wird, ist p,(r) in dem Sektor 
Zr In 
_ 5 r'sagı< r —d 


definiert, und es besteht die asymptotische Gleichung 
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Zt Ku 7 ZA Ze Cal + 
Nach $1 ist 


1 
rn ZAllp+nk))t(1 + e)Pt; 
nach der Stirlingschen Formel hat 


1 


((p+nk)!)* 
»  1— 
n!kone' = 


für n= co einen endlichen Grenzwert, so daß 





1 
(pt nk)!" <An!(k(1 +0)" 
ist, wo & die frühere Bedeutung hat; es ist also, wenn (1+e)t'=1+e 
gesetzt wird, 


Cp4n | < An! (k(1+ e))*. 
Setzt man 


m(e"7)= + c,(a®%) +... + Cn+1)&4+p— (er) Rtr-1 


12 Yarnıızı(@* x). (at y)PtrlDitr 
so ist nach $1 für 


| EEE +0 ar 
|2/<tyfsin dV, L a a ar Ta 


(<l!'<n, << ”r, 0’ < 0) 





(m) m n n m. Ri: € (n+1)k+p—1 
Ya+1)47—ı (@ z)|<Bl[((n + l)k+p— 1)!] 
Ha: Ö 
Es ist | 
HN) = tt + Cormzı" + Qa"t, 
1 k—1 j 
Im=y,< EN Yen (® z). 
Für 
2) <vsin d, 4 I<agı <td 
hat man 
1+ (n+1)k+pP—1 
tm! < BER + 1)k + p-- 1)? Be Ss ; 
V sin ö’ 
es ist aber 


| m 


URFDE+P—NYI=[(k+P—1+ nk)!" <Bn!k(1+4 e))" 


also 








De 
gle 
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| <un(ZUFRY, 





sin d’ 
Wenn man die zu p=0,1,...k—1 gehörigen Gleichungen 


m . > 
p,(r) = % Fe a n,(e'%) 
mit a”? a aa und addiert, erhält man 


j %-1 


Zar g,)= 4 Znler) zZ," m mn(are). 


p=0 
Es gelten also die Gleichungen 
nn (e"2)= & (e"2)”Y,(0). (maO1,... 
p= 

Auf die asymptotischen Reihen für die Funktionen y,(r) könnte 
man die Borel-Watsonsche Theorie anwenden; man würde so zu Laplace- 
schen Integralen für die 9, und somit auch zu Integralausdrücken für die 
m gelangen. Wir wollen jedoch Differentialgleichungen für die Funktionen 
p,(x) aufstellen und daraus unmittelbar Laplacesche Integrale herleiten. 

Ersetzt man in der Differentialgleichung (D.) x durch «”x 
(m=0,...k—1) und y(x) durch „„(«”z), so hat man die Gleichung 


er +(1+a,@"2 +... +a,0*2*)n„(”x)= Eb, ar 


n=(0 


Indem man die Definitionsgleichung von %,(r) er: erhält man 


d a Anm(a”z) a 
2dpp _ > MP +1 Nm p p —mn 
kı Ir ER, ar er SP Le Er Nm(e"x). 


Benutzt man die vorangehende Gleichung und drückt man die n,„ durch 
die p, aus, so ergibt sich 


d 
en HDD) Hp — pP 


— 0,418 Pr-ı 7 9 A 1 Por +2 D,+n:!". 
Demnach stellen die Funktionen y, von r eine Lösung der Differential- 


gleichungen dar: 


249 
(2.) 


+ 4179,41 = x burn!" u re 4 


Wir setzen 


© us 
y,= FACE dt, (p=0,1,...k—1) 
0 
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wo v,(0)=c, sein möge. Beachtet man, daß wie in $ 2 


ist und berücksichtigt man die Relation 
Cy + d,C,_ı + rg + 4,Cy er. b,, 


so sieht man, daß die Differentialgleichungen (D.) erfüllt sind, wenn die 
Funktionen v, von t den Differentialgleichungen 





dv, dv,_ı F dv, 
+ 4, ıV + ++. + 4, _,d 2 Borna" (=0,1,...k-1) 
| p+1'k—ı k—1",p+1 in (n— 1)! u 
genügen und die Anfangsbedingungen t=0, v,=c, erfüllen. Die Funk- 
tionen dv, haben im Endlichen die einzige singuläre Stelle = 7; ‚es 


gelten, wie man durch Einsetzen in (&.) bestätigt, die für |! < z kon- 


vergenten Potenzreihen 


+) N 
Co+nkt 
a We... 
ai n=() n! 


Hiernach hätte sich v, aus der asymptotischen Reihe 


= Cp+nk ı" 
für die Funktion p, als Borelsche assoziierte Funktion herleiten lassen. 
Wir wollen das Verhalten der Funktionen v, in dem Sektor 
argti<n—0 (<#<n) 
untersuchen. 
Das System homogener linearer Differentialgleichungen 


dv, dv,_ı dvo 
(kt+1) ur (a, + pP), + a,- a 
+9,41 dı-ı + + 010,4 = 0 (p=0,},...k—1) 


hat die singuläre Stelle der Bestimmtheit t= x; die zugehörige deter- 
minierende Gleichung hat die Wurzeln 


4+q 
a RT gg . 


(g=0,1,..,k—1) 
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Es ist demnach ein Fundamentalsystem 


On, = ve Dr (p, g=0, 1, ... k—1) 


vorhanden, wo %,, eine für || >i konvergente Potenzreihe von n dar- 


stellt. Die Funktionen v,, sind durch analytische Fortsetzung in dem 
Sektor $, eindeutig definiert. Die Unterdeterminanten der Determinante 


d=| v,,| (0, 9=0,1,...k—1) 
seien S,. Die Funktionen 
1m, An (,0=0,1,...k—1) 
verhalten sich außer int= — I und £= x überall regulär. Für || > 7 ist 
nt 


pq pq? 


wo ®,, eine Potenzreihe von z darstellt. 


Nach der Methode der Variation der Konstanten ergibt sich die 
Lösung des Systems (C.) 


k—1 k—1 t k—1 © b;4ns "1 
v, er... 0 723 Om. 2 w.& DT dt; 0=0,1,...-1) 
die Konstanten c, werden so bestimmt, daß v,=c, für t=0 wird; der 
Integrationsweg ist die Verbindungsgerade des Nullpunktes mit dem im 


Sektor ©, gelegenen Punkt £=|t|e“. Wird zunächst || << R angenommen, 





wo R >ı endlich ist, so ergibt sich |b, <_K, wo K eine endliche posi- 


tive Größe darstellt. Für |{|>R erhält man, wenn man den reellen Teil 


von r, mit «a, bezeichnet und die Beziehung «@, ‚,<., <a, berücksichtigt, 
1 


<a, u <B ; 





ferner ist 
“ b; ei ’ f) 
res] <se* ("> 0). 





Wenn man die in v, enthaltenen von 0 bis i erstreckten Integrale in Inte- 
grale von 0 bis Re‘ und Integrale von Re‘ bis t= |t|e‘“ zerlegt, hat man 


8, <2lee+ el (er Tteal], 
R 


und wie in $2 findet man weiter 
u, <ie! (0’>o). 
Unter Zusammenfassung der Fälle |{|<R und |t|>R kann man sagen: 
In dem Sektor \argt| <n—9 (0<#<n) ist 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 3. 30 
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9,!< Bet, 
wo 0’>o und K eine Konstante ist. 
Weiter gilt der Satz: 
In dem Sektor |jargt|<n—9  <#<n) ist 


| uf Fe „ı(Far.g Bein; 
am 
wo e eine beliebig MN voii Zahl und K eine von it und n unab- 
hängige Größe ist. 
Durch n-malige Differentiation von (&.) erhält man, wenn 








& (t) wi 5; Dp+w +1 Kl” 
p 
gesetzt wird, die Gleichung 





1y dv dr+iy dr +iy 
(kt+1 ) ur + (a; + p + nk) 2 ra Ye m 3 : 4, er 
drv dev . 
+ Gy+1 ER + + k—1 " GP (t) 


Beachtet man, daß 


| St) Yen Bo’tntnk are) 
und daß im Sektor ©, | > 





























'kt+1/>sin® 
ist, so ._ sich 
'ıp | dev, | 
sin 6 Ks Pr Me <( la, +p+ nk) | = | 
dr+iy,_ dr ‚pin e’’ 
+la, (Gr + + lay,1|- u Hose Bo’ptntneorke 
Setzt man 
| d® D, | wu, ! 1 +8& ) or 
ar ttpt nn) *(Atsyape 
so ist 
' %|+p+nk qm a en 
ns altes BE LEE, 
(p+1+nk)---(p+k+nk))k (p+(n+1)k)* 
(k—1) 'p+n+1)k sinn 
ir %p+1| E—+.. s Bo ben a 
(1 +(m+1)k)---(p+(m +1)k)* (p +(n +1)k))E.(1 + e)r+1 


Wenn man die Summe der Koeffizienten von QP, QP=®,... Q«*-®,,.. und 
® auf der rechten Seite mit P bezeichnet, so ist 


im P= I; 


9 
n=%© € 


also ist P<1 für n>m (m a groß). Wenn die Größen 





d 
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ee A A (n>n,) und ® höchstens gleich C sind, so ist 
auch Q},<C. Nach dem vorausgehenden Satze liegt Q%’ unter einer 
von t unabhängigen endlichen Größe, und nach der obigen Formel liegt 
auch QP (n<Zn,) unter einer endlichen Größe Ü. 

Wegen 


1 
((p+nk)!)* <An!(k(l+e)" und |QPI<C 
ist im Sektor ©, 
de | ut, Kent 


w. z. b. w. 


Wie ın $2 sieht man, daß die über die Gerade argt = w ( w Zn —0) 


erstreckten Integrale 
t 


„= —/ be v dt (p=0,1,...k—1) 
0 


für 

(“>> 
konvergent sind und den Differentialgleichungen (2.) genügen. Nach dem 
in $2 benutzten Verfahren erhält man für das Laplacesche Integral die- 
selbe asymptotische Darstellung, welche sich oben für die Funktion 9, 
ergeben hat. Nach einem Satze von Watson*), wonach unter gewissen 


Voraussetzungen nur eine einzige Funktion mit einer gegebenen asympto- 
tischen Darstellung vorhanden ist, ist 4, = p,, also 


> + 
= RA / vb,e "dt. 
2 


Wir fassen die Ergebnisse von $ 3 folgendermaßen zusammen. 
Die Integrale n„ der Differentialgleichung (D.) lassen sich vermittels 
der Gleichungen 





(az) = 3 (a"2)’,(), me0,l,...2—1) 
die für ade 
“ = 1d = a 
Er <argı< L 


u 


gelten und worin «= e* gesetzt ist, durch k Funktionen y, (p=0,1,...k—1) 
von = x* ausdrücken. . Für 





*, Phil. Trans. A. 211, S. 300. 


30* 
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ıl<rsind(e<-), jargel< 9 (0<0<a,0<0<®t,r<0) 
ist 
=6,4 %L + ++ 4m + en, 
nal unit +ep, Ip < dn (2 
wo 2>>0 beliebig klein ıst und A, ® von r und n unabhängige positive 
Größen sind. 
Die Borelschen assozvierten Funktionen 





® Curn;l® 
b, - um P=0,1,...k-1) 
genügen den Differentialgleichungen (%.). Sie haben im Endlichen nur die 
singuläre Stelle t= — 7 ın dem Sektor |argt <n—9 W<PA<n) is 
dr |< k(1 + e) or 
ze sin @ )- Ke 





we 0" >o und «> 0 rl: gewählt werden können und die positive 
Größe K von t und n unabhängig ist. Das über die Gerade argt= w 
(w|<n) erstreckte Laplacesche Integral 


welches für 


konvergiert, stellt die oben eingeführte Funktion y, dar. 


8 4. 
In $ 2 wurde das Integral 7 der Differentialgleichung (D,.) als 


Laplacesches Integral dargestellt: 


= 2 SW e "di. 
0 

Aus dieser Darstellung ergibt sich eine Entwicklung der Funktion 7 in 
eine konvergente Fakultätenreihe, indem man ebenso verfährt, wie ich es 
in $2 und $ 3 meiner Arbeit im 71. Bd. der Math. Ann. für die Inte- 
grale einer linearen homogenen Differentialgleichung m-ter Ordnung getan 
habe, deren Koeffizienten ganze Funktionen p-ten Grades sind. In $ 3 
wurden die Integrale 7, (m =0,1,...%—1) der Differentialgleichung (D.) 
auf %k Funktionen 9, (p=0,1...k— 1) der Veränderlichen r= x* zurück- 
geführt, welche sich als Zaplacesche Integrale 
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0 5 
= 2 v,(t)e : dt 

schreiben lassen und in konvergente Fakultätenreihen entwickelt werden können *). 

Fakultätenreihen für unsere Funktionen 7 und n,„ lassen sich auch 
aufstellen, indem man von der Abhandlung von Watson über die Ver- 
wandlung einer asymptotischen Reihe in eine konvergente Fakultätenreihe**) 
Gebrauch macht. Wir wollen den zweiten der drei von Watson ausge- 
sprochenen Sätze***) auf eine für unseren Zweck geeignete Form bringen. 
Es ergibt sich so ein größeres Konvergenzgebiet für die aufzustellenden 
Fakultätenreihen als nach der zuerst erwähnten Methode, 

Der Satz II von Watson lautet; 

Die Funktion f(z) sei sowohl für R(z)>0 als auch für 2 >y, 


jarg2| < = +4 (0 <ı1<3) regulär; für 
2|>y, jag2|<5 +1 
gelte die Tg Entwicklung 
f(z 2)=+ i+. + = +R, wo Ja, < Ag*n!, |R,2"*'|ı < Bo*.n 
ist (A,B, y o von n unabhängig), Dann kann f(z) in eine für R(z) >0 
absolut konvergente Fakultätenreihe ; 
(2) = Pr I, PER Ey, FON PR -(Mz+a+n) 

entwickelt werden; M ist eine hinreichend kleine positive Zahl?) und a 
eine beliebige komplexe Zahl mit nicht negativem reellen Teil. 

Wir lassen jetzt die Voraussetzung, daß f(z) für R(z) >0 regulär 


sei, fallen; wir nehmen nur an, f(z) sei in dem Gebiet 
2]>yr, jagz| <3+ı (0<ı<;5) 


regulär, und es sei in diesem Gebiet 





Kd)=o+ lt ++ BR, a„|<4Ao*rn!, 'b„, <Bo*r.n!. 
Die Funktion g(2)=f{z2+ u), wo u>y eine positive Zahl ist, ist für 
z2+ul>y, larg(z+ )|<5+ ı regulär. Dann ist g(z) sicher sowohl 





*) Vgl. $ 5 meiner Arbeit im 71. Bd. der Math. Ann. 


V 
2“ Rend. del Cire. Mat. di Palermo, Bd. 34, S. 1ff. 
++), A,a.0., 8. 4—7. 
t) Näheres über M a.a.0O., S.5. 
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für R(z) > 0 als auch in dem Gebiet 2| >u ty, largz|< 5 + A regulär, 
denn in diesem Gebiet ist |2+ u >|2 —u>y, |arg(e+u)|< |argz| 
<5+k, und für R (z) > 0 ist larg(2+ u)|<5 und K(z+ u)>u>p, 
also auch |2+u|>y. Für 

2+ul>y, lars(e+ w)|< 


ist 





a 
g(e)=-fe+m)-at+,,, RR‘ (2 + u)" 
|< Ae".n!, |R,-(2+ u)"+!| < Bor. n!. 
Nach einem Satze von Watson*) ist für 
2]|>2u+7, jagz] <5+ 
ge@)=a+Z +. +@4+R, 
u =m— (73 ua,_,+ er. — en 
a, <4Ale+u)-n!, |R.zti<B’o”r.n!, 
wo B’ und o’ von n unabhängig sind. Nach dem oben ausgesprochenen 


Satz II von Watson gilt also für R(z)> 0 die absolut konvergente Ent- 
wicklung 





. bu 
ı2)=-Metm)=2 (Mz+a+1)--.-(Mz+ta+n)’ 


wo R(a)>0 und M eine hinreichend kleine positive Größe ist. Für 
N(2— u) >0 oder R(z) > u besteht die Entwicklung 


x Ön 
(2) “. (M(z—u) +a+1).--(Me—u)+a+n)’ 


in welcher «= Mu gesetzt werden kann. 
Wir können demnach, indem wir «=y setzen, den Satz aus- 





sprechen: 
„Die Funktion f(z) sei in dem Gebiet 


2|>r, jag2|<5+r (0<ı<5) 
regulär, und es sei in diesem Gebiet 
Kd)=o+T+ +2 +B, ||<Ag"nl, |Buert|< Bor.nl, 
wo A,B,e,o von n unabhängig sind. Dann gilt für R(z) >y eine kon- 
vergente Entwicklung | 


*) Phil. Tr. A. 211, $. 293—298. 
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Ön 
2) = I TERIRE -(Mz-+n) 
wo M eine hinreichend kleine positive Größe ist.‘ 
Das Integral n der Differentialgleichung (D,.) gestattet nach $1, 





LE . 
wenn T<Z — angenommen wird, für 


|z|<tsind’, |agz|< = (0 <9’ <a. << = 0) 
die asymptotische Darstellung 
NG tat +, rt, 
|< Ant(1-+e), |72 |< Bnt(!FE) 
IS OR AOOER IM "\sind’/ ' 
Es sei zunächst 


|eI<75- 
Wir nehmen 0<iA<4in—|o| unddd=n— ww —Aan,so dß d>In 
ist und ”=1n a werden kann. Dann ist 
|o|l+> +i= 8, -|0|+5 + <a? ze 
und das gebiet 





argc—w|< 5 +4 
liegt innerhalb des Gebietes 
large|< —d. 

Die obige asymptotische Darstellung gilt also für 

Ist, large—o|<5+ l 
oder, wenn x = z’e'” gesetzt wird, für 

|<t, jage|<SH+i. 
Die Voraussetzungen des vorhin ausgesprochenen Satzes sind erfüllt, wenn 
man darin 2 durch I y durch n ersetzt, so daß für R (>)> : die kon- 


vergente Fakultätsreihenentwicklung 


55 





n= 2 


1). a) 





besteht, wo M unter einer ua w abhängigen) hinreichend kleinen posi- 
tiven Zahl M, liegt, während die C, von M und w abhängen. Für 


a(2)>! 
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d. h. innerhalb des Kreises mit dem Mittelpunkt = 5 e'” und dem Radius 


4 
5 ist also 


n= 2 Meo —* Mee 
(——- + 1) (— + n) 





Ferner sei 
3 <lo|<a. 
Wir nehmen 0 <A <<n—|w|<Z4n an, so daß, wenn d=n—|w|—A, 


"=n—|w|—4 gesetzt wird, 0O<”’<0d<In ist. Dann ist 


7 3 TE In 
ol+t5+1=-2-4, -|ol+Z+1ı<jo|+ 5 +1=-——-0, 


so daß wieder das Gebiet 
large—o|<5 +4 
innerhalb des Gebietes 
age] < 0 
liegt. Unsere asymptotische Darstellung gilt für 
|z|<ısin (o-+ 4°), large—o|<5 +4 
oder, wenn wieder x = z’e'” gesetzt wird, für 
2’ <ısin(w+ 4), large|<5 +4. 


Wir erhalten eine für 


i eiw 1 . ‘ 
a.)> ven (@+%) Ä 


gültige Fakultätenreihenentwicklung von 7 von derselben Form wie im 
Falle |w |<. | 





Die Integrale 7, (m= 0,1,...%k—1) der Differentialgleichung (D.) 
sind in $3 auf k Funktionen 9, (p=0,1,...k—1) von r=z* zurückge- 
führt worden. Aus den asymptotischen Reihen für die Funktionen %, von | 
ı werden konvergente Fakultätenreihen für diese Funktionen ebenso her- 
geleitet, wie dies für die Funktion n von x gezeigt wurde. 








Existenzbeweis des Punktes kleinster Entfernungs- 
summe von vier gegebenen Punkten. 


Von Herrn Rudolf Sturm in Breslau. 


Mit diesem Punkte habe ich mich vor längerer Zeit in diesem 
Journal, Bd. 97, S. 49 (1884), beschäftigt und neuerdings wiederum in $ 8 
meines Buches: Maxima und Minima in der elementaren Geometrie 
(B. @. Teubner, 1910), zitiert mit „Max. und Min.“. 

Die Hauptergebnisse waren: 

Wenn eine Ecke des Tetraeders der vier Punkte einen Exzeß (Über- 
schuß der Summe der Flächenwinkel über 180°) besitzt, welcher > 180°, 
so ist vhr Scheitel der Punkt kleinster Entfernungssumme*). 

Im andern Falle ıst für einen solchen Punkt M erforderlich, daß er 
so im Innern lvege, daß die Halbstrahlen (Kanten) nach den vier Punkten 
einen ‚„Vierstrahl‘‘ von folgender Eigenschaft bilden: Sind a,b,c,d die vier 
Kanten MA,..., so sind die Winkel ab und cd, ac und bd, ad und bc je 
gleich und haben die beiden Halbstrahlen derselben Gerade zu Halbierungs- 
linien, und diese drei Halbierungslinien sind zueinander rechtwinklig. In „Max. 
und Min.‘ S. 65, 66 ist erörtert, wie ein solcher Vierstrahl aus einem Winkel und 
dem durch Rotation seines Scheitelwinkels um die gemeinsame Halbierungs- 
linie (bei beliebigem Drehwinkel) sich ergebenden Winkel entsteht, und 
gezeigt, daß er sich aus vier dreikantigen Ecken vom Exzesse 180° zu- 
sammensetzt, die in folgender Weise deckbar kongruent sind: 

abe =bad=cda—dcb. 





*, In „Max. und Min.“ S. 68 ist bewiesen, daß höchstens eine Ecke eines 
Tetraeders einen Exzeß, der > 180° ist, haben kann. 
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Wenn also die ausgezeichnete dreikantige Ecke mit dem Exzeß 180° mit 
E„ bezeichnet wird, so kann der Vierstrahl (4E,) genannt werden. 

Ein solcher Punkt M hat kleinere Entfernungssumme als jeder 
andere Punkt. (,Max. und Min.“ S. 56.) 

Daß im zweiten Falle ein Punkt M existiert, kann nicht als selbst- 
verständlich angenommen werden. Bei der Abfassung des Aufsatzes von 
1884 habe ich mir die reelle Existenz klar gemacht, aber damals, um ihn 
abzukürzen, diesen Beweis unterdrückt und mich auf die Bemerkung be- 
schränkt, daß die Existenz bewiesen werden könne. | 

Es scheint mir heute jedoch, daß die Betrachtung dieses Punktes, 
wenn micht ein Beweis seiner Existenz vorliegt, nur geringeren Wert hat, 
und ich veröffentliche deshalb jenen Beweis in vereinfachter Gestalt. 

1. Wir haben zunächst die Ecke E, noch genauer zu untersuchen. 
Wenn «,f,y ıhre Kantenwinkel sind, so ist 

I4=1+c008@a+c0osß+ cosy=0. 
Denn ist & der Exzeß, so besteht die Formel 


A 
cos 4a cos+ßcos}y 





le = 
cos 5 € 


x), 
Daraus folgt, daß zu 
e < 180°, = 180°, > 180° 
gehört 
A>0, =0, <PO, 
da die drei Cosinusse größer als O sind. 
Wenn a der « gegenüberliegende Flächenwinkel ist, so wird wegen 
cos @ = cos P cosy + sin ? siny cosa 
4=(1+cosf)(l+ cosy)+ sinsinycosa=0, 
also nach Division mit cos4 %cos1y(>0): 
cos49cos4y+ sin} Psin4ycosa=0 
und 
cos a = — cotg} Pcotgty. 
Die Ecke mit der Kante a und den Halbierungslinien von f,y 
als Kanten, in welcher «’ dem a gegenüberliegt, liefert 


cos @ = c0s} ßcos4y+ sind Psinlycosa=0, 
also «’= 90° und ebenso 9’ = 90°, y’= 90°. 


*) Z. B. Baltzer, Elem. der Math., 3. Aufl., Trig. 5, 13. 
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Die drei Halbierungslinien der Kantenwinkel einer Ecke E, sind recht- 
winklig zueinander. 

Ferner sei y’”’ der Winkel von der Kante c nach der Halbierungs- 
linie von y, so ist 

co8y”= cos cos}y+ sinfsintycosa, 
also wegen des obigen Wertes von cos a 
cos y" = cosly(cosß — 2 cos 4 PP) = — cosly. 

Die Halbierungslinie: des Winkels zweier Kanten einer Ecke E, bildet 
mit der dritten Kante das Supplement des Winkels, den sie mit jenen Kanten 
bildet, der ergänzende Halbstrahl also diesen Winkel selbst. 

Und umgekehrt, wenn einmal zwei Halbierungslinien von Kanten- 
winkeln rechtwinklig zueinander sind, so ist es auch die dritte zu ihnen; 
und wenn einmal die eben erwähnte Winkelgleichheit statt hat, so findet 
sie auch in den beiden andern Fällen statt. Es handelt sich um eine 
Ecke E,. 

Ist dann bei einer Ecke E,„ die vierte Kante d so gezogen, daß der 
ergänzende Halbstrahl der Halbierungslinie des Winkels ab den Winkel cd 
halbiert, so bilden a,b,c,d einen Vierstrahl (4E,); denn cd ist durch 
Rotation des Scheitelwinkels von ab um die Halbierungslinie entstanden. 

2. Wir betrachten den Ort der Punkte P, von denen Ecken nach 
A, B,C gehen, welche E, sind; wir wollen uns jedoch nur mit demjenigen 
Teile desselben beschäftigen, der innerhalb des geraden prismatischen Raumes 
über dem Dreieck ABC sich befindet. Er besteht aus zwei zueinander 
ın bezug auf die Ebene ABC symmetrischen Hälften, die in den begrenzten 
Seiten BO,CA, AB zusammenstoßen,; in allen Punkten einer solchen Seite 
ist die betreffende Ebene des prismatischen Raumes Berührungsebene. Für 
einen Punkt P auf AB nehmen wir diese Ebene als PAB und haben 
dann eine Ecke mit den Flächenwinkeln 180°, 90°, 90°, also dem Exzesse 
180°. Die Verbindungslinien symmetrischer Punkte gehen in Tangenten 
über, die zu ABC normal sind. Liegt P sehr nahe an AB, so ist die 
Halbierungslinie von APB nahezu rechtwinklig auf ABC, weil recht- 
winklig zu den beiden andern. 

Wir nehmen ABC als zy-Ebene und AB als x-Achse eines recht- 
winkligen Koordinatensystems, so daß die Koordinaten der drei Punkte 
sind: a,0,0; 5,0,0; @,6,0. 


31* 
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Die Punkte P haben dann der irrationalen Gleichung zu genügen: 
_@-@-dM+y+e, @-a)@-c)+yW-e)+ 











F(x,y,2)= ur + rn 
+ @= b)(z BR c)+ yy—-e)+z +1=0, 
YyTz 


worin 7,, 75,7; die absoluten Werte von 





Ve-a’+y’+ 2, Va-bt+y’+2, Va-a’+y-a’+ 7 
sind. Wenn (d,0,0) auf AB zwischen A und B liegt, «<d<<b, so 
haben r,,r, die Werte d—a, b—d; und man erkennt leicht, daß der 





Punkt der Gleichung genügt. Die Differentialquotienten ee = haben 
je drei Glieder; alle drei von en werden für (d,0,0) gleich 0; von = 


wird das erste Glied 0, die andern sind 
c2 ((d—a)”  (d—b)’ 
a 
wegen der Werte von r,,7,. Also steht die Berührungsebene in der x-Achse 
auf der xy-Ebene senkrecht. 

3. Wenn an der Ecke D von ABCD 4<0 ist und E im Innern 
von ABÜD liegt, so ist an dieser Ecke von ABCE 4<<0. Wir projizieren 
E aus A auf BÜD nach F, F aus B auf CD nach G, so gilt für zwei 
aufeinanderfolgende von den vier Ecken D(A,B,C), 6(4,B,C), F(4,B,C), 
E(4,B,C), daß sie an der gemeinsamen Kante D@C, G@FB, FEA die- 
selben Flächenwinkel haben, die einschließenden Kantenwinkel’ aber von 
der ersten zur zweiten wachsen. 

Zwei solche Ecken seien ß,y,a,4; P’.y,a,d; wel P>Pß, 
y>y, so ıst 

cotg 4 # cotg 4 y’ < cotg4 A cotgly; 
aus J=4c0s} ßcos}y|cos} Pcos4y+ sin} Asin}ycosa)| folgt 


cos a = 





I 
LUFFLR 1 
rege cotg 4 AP cotgty. 
Ferner 
N = 4 c0s 4 ß’ cos $ y’(cos4 9’ cos}y’+ sin} P’sin4y’cosa) 
= sin P’ sin y’ jeotg 4 9’ cotg4y’+ cosa] 





le dA 3 „| 
= sın P’siny san — (eat } cotg 47 —cotg} cotg 37 )|- 


Wenn S/<0, so ist L’<0. 





San win Ho ee A ud ud 
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4. Nun sei ein Tetraeder ABCD gegeben, bei welchem an keiner 
Ecke der Exzeß > 180° oder 4 <0 ist. Wir begnügen uns nun mit der- 
jenigen Hälfte der Fläche über ABC, welche auf der Seite des Tetraeders 
liegt: sie heiße [ABC]. Der Exzeß von D(A, B,C) ist < 180°, in irgend- 
einem Punkte innerhalb ABC ist er 2-180°; also muß es auf der Ver- 
bindungsstrecke mindestens einen Punkt T, bei dem er 180° oder 4=0 
ist, geben; nehmen wir an, es gäbe mehrere, und 7 sei der nächste an D, so 
fällt jeder weiter entfernte Punkt in ABCT, und sein f ist nach der voran- 
gehenden Erörterung < 0 (oder nach ‚Max. und Min.“ 8. 66: sein Exzeß 
ist — 180°). 

Daraus folgt: | 

Ein Teil von [ABC] liegt innerhalb des Tetraederss ABUD und 
wird von jedem aus D kommenden inneren Strahle nur einmal getroffen. 

Je nachdem der Fußpunkt der Höhe aus D innerhalb ABC liegt 
oder in einem der Ebenenteile neben einer Seite, etwa (BC), oder in 
einem Scheitelwinkel, (A), sind alle drei (inneren) Flächenwinkel des Tetraeders 
an ABC spitz, oder nur die an AC und AB oder nur der an BC. Wir 
wollen diese drei Fälle mit I, II, III unterscheiden, bzw. nachher bei 
ABD mit T’, IV’, I”. 

In I liegen die drei Kanten DA,DB, DC innerhalb des pris- 
matischen Raumes über ABC und treffen [ABC] zwischen den Ecken: 
in E,F,G; wir haben die Kurvenbogen EF,FG,GE in den an D zu- 
sammenstoßenden Seitenflächen, welche den inneren Teil von [ABC] ein- 
schließen. 

In II liegt BCD außerhalb des prismatischen Raumes; ist 7 der 
‚Schnitt von AD mit [ABC], so schneiden die BAD,CAD oder y,fß in 
Kurvenbogen HB, HC, welche mit der geraden Strecke BC den inneren 
Teil einschließen; die Tangenten in B,C an sie werden durch die Tangen- 
tialebene längs BC eingeschnitten. 

In III ergibt sich nur ein Kurvenbogen von B nach Ü in «, der 
mit den geraden Strecken BA, AC den inneren Teil einschließt; die 
Tangenten in B, C' ergeben sich in ähnlicher Weise. 

Jeder von diesen Kurvenbogen wird von einem aus D in der be- 
treffenden Seitenfläche gehenden Strahl nur einmal getroffen. 

5. Weil an jeder Seitenfläche wenigstens ein spitzer Flächenwinkel 
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liegt, müssen mindestens zwei Flächenwinkel spitz sein und sind dann 
an Gegenkanten gelegen. Wir haben infolgedessen 7 Fälle: 

1) alle Flächenwinkel sind spitz, 2) nur einer ist stumpf, 3) zwei 
durch dieselbe Ecke gehende Kanten, 4) zwei Gegenkanten, 5) drei in 
eine Ecke zusammenlaufende Kanten, 6) zwei 
Gegenkanten und eine dritte Kante, 7) zwei- 
mal zwei Gegenkanten haben stumpfe Flächen- 
winkel. 

Wenn wir jetzt die beiden Flächen 
ABC, ABD passend aussuchen bzw. die Be- 
nennung danach einrichten, so haben wir in 
1) und 2) für [ABC] und [4ABD] die Situa- 
tıon I IT’, wofern in 2) ED die Kante mit 
dem stumpfen Flächenwinkel ist. 

In 3), 5), wo AD,BD, bzw. AD, 
BD, CD stumpfe Flächenwinkel haben, liegt 
die Situation I III’ vor. 

In 4), wo die stumpfen Winkel an AB,CD liegen, besteht II IT’, 
und der stumpfe Winkel bei AB wird die Betrachtung erleichtern. 

In 6), 7), wo OB,AD; AB bzw. CB, AD; AB,CD die stumpf- 
winkligen Kanten sind, haben wir III III”. 

In jedem der vier Fälle ist zu untersuchen, ob die inneren Teile von 
[ABC] und [ABD] einen reellen Schnitt haben. 

6. IT’ (Fig. 1). 

Der innere Teil von [4 BC] wird von dem dreibogigen Zuge EFGE 
umschlossen, wo E,F,@ auf AD, BD, CD liegen, der von [4BD] von 
IKHI, wo I,K,H auf AC, BC, DC liegen. Auf CD besteht die Reihen- 
folge: OG@HD. Denn weil H auf [4BD] liegt, ist: 


cos AHB+cosBHD+cos DHA+1=0, 








also: 
cos AHB— cos BHC—cosCHA+1=0, 


oder: 


cos BHC +ccs CHA + cos AHB+1=2(1+cosAHB)>0. 


H liegt außerhalb des Raumes, der von ABC und [ABC] einge- 
schlossen wird, also zwischen D und @. 








ın 
L: 


1 
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Wir legen durch ÜD eine Ebene ins Innere des Tetraeders, welche 
AB in ZL, die Kurvenbogen EF,IK ın M,N, die Flächen EFGE,IKHI 








in den Bogen MG, NH schneidet, so müssen diese Bogen, wegen der 
Lage ıhrer Endpunkte, mindestens einen Schnittpunkt T haben, und so 


D 

















in jeder ins Innere tretenden Ebene durch CD; die Ebenen /, « liefern als 
Endpunkte R= (EG, IH), S= (@F, HK), und wir erhalten einen Schnitt- 
bogen RT S*). 








*, Mehrere Schnittbogen würden in Nr. 7 zu mehreren Punkten M führen; 
mehr als einer sind aber, wie dort gezeigt werden wird, nicht möglich. 
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I III’ (Fig. 2). 

Der innere Teil von [ABC] wird, wie oben, von EFGE, der von 
[ABD] von AUBDA, wovon AUB in y krummlinig ist, eingeschlossen. 
Die Ebene durch CD schneide AB, EF, AUB in L,W,V; T=(GW, DV) 
ist erzeugender Punkt des Schnittbogens; in 9 ergibt sich als Endpunkt 
E=(GE,DA) und ähnlich F in «. 

IL II’ (Fig. 3 und 3a). 

Die Umfänge sind @4ABG, @ ABH, von denen AB geradlinig ist; die 

Ebene durch CD, welche AB wieder in ZL trifft, schneidet in den Bogen 

















GL, HL, welche in Z von den in AB auf d,y normalen Ebenen 0’, y’ be- 
rührt werden. Die Reihenfolge auf CD ist wiederum CGHD; weil AB 
einen stumpfen Flächenwinkel hat, so folgen die vier Ebenen in der Reihen- 
folge d,y’,0’,y*); daher müssen sich jene Bogen @L, HL, außer in Z, 
mindestens noch einmal schneiden: in 7T; zu Endpunkten R, S hat der 
Schnittbogen in 5 den Schnittpunkt (#4, HA), in « den (GB,HB). 
III III’ (Fig. 4 und 4a). 

Die Perimeter sind AUCBA und DWBAD, wovon AUC in ß, 
DWB in « krummlinig sind; diese Bogen werden in A, bzw. B von den 
Ebenen 0’, y’ berührt, die in AB auf d,y senkrecht stehen. Wiederum 


*) In der Nebenfigur 3a sind die Spuren der ö’,y’ in der Schnittebene mit 
ö',y' bezeichnet. 
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besteht die Reihenfolge d'y’d’y. Wir legen diesmal die Schnittebene durch 
AB; nur Ebenen zwischen y’,d’ schneiden die AUC, DWB: in P,Q. Wir 
erhalten die Bogen BP, AQ, von denen der erstere in B die Ebene d be- 
rührt, welche in OB auf d, der zweite in A die Ebene c, welche in AD 
auf y senkrecht steht; weil der Flächenwinkel bei OB stumpf ist, werden 
der Bogen BP und das Dreieck ÜBD und in ihm der Punkt Q durch d 
getrennt, und ebenso, weil bei AD ein stumpfer Flächenwinkel ist, der 
Bogen AQ und der Punkt P durch «. Bei dieser Lage müssen sich die 
Bogen BP, AQ mindestens einmal schneiden: in T. Die Endpunkte des 
entstehenden Schnittbogens sind A,B, welche sich ergeben, wenn die 
Schnittebene nach d’,y’ kommt. 

7. So hat sich in jedem Falle ein reeller Schnittbogen der Innen- 
teile von [ABC] und [ABD] ergeben, mit dem einen Endpunkte R in 
ß, dem andern $ in «, welche wir jedoch lieber durch ihre Nachbar- 
punkte AR’, 5’ auf dem Bogen ersetzen wollen. 

Jeder Punkt T dieses Bogens gibt sowohl mit A,B,C als mit 
A,B,D eine Ecke E,„, hat also die Eigenschaft, daß die Verlängerung 
der Halbierungslinie des Winkels ATB mit TC und TD, die im allge- 
meinen nicht mit dieser Halbierungslinie in einer Ebene liegen, den Winkel 
1 ATB bildet. Die Halbierungslinie verbindet den inneren Punkt 7 mit 
einem Punkte der Strecke AB, also muß die Verlängerung aus dem 
Tetraeder heraustreten auf dem aus AUD und BÜD bestehenden Teil 
der Oberfläche; die bei R’ tut es innerhalb ACD, die bei 8’ innerhalb 
BCD; also muß im Kontinuum dieser Linien (mindestens) ein Übergang 
von ACD zu BCD stattfinden, d. h. Treffen mit CD. 

| Bei einem Punkte 7, bei dem dies eintritt, — er heiße M —, 
liegen dann MC, MD mit der Halbierungslinie in einer Ebene, und der 
gesuchte Vierstrahl (4E,„) ist erreicht. 

Weil nun aber für einen M, der mit A,B,C,D einen solchen Vier- 
strahl bildet, die Entfernungssumme kleiner ist als bei jedem andern Punkt, 


so ist er der einzige. 
Es gibt also auf dem Kurvenbogen RTS stets einen und nur einen 
Punkt M. 
Aber konstruierbar ist er nicht, weil er Schnittpunkt von drei 
Flächen höherer Ordnung ist. 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Deft4. | 32 





Abschätzung der Lösung der Pellschen Gleichung im 
Anschluß an den Derichletschen Existenzbeweis. 


Von Herrn R. Remak in Berlin. 





Dirichlet*) hat ohne Benutzung der Kettenbruchtheorie einen Be- 
weis für die Existenz einer nicht trivialen Lösung der Pellschen oder Fermat- 
schen Gleichung 

?— Du=1 

geliefert. Der Herausgeber der Dirichletschen Vorlesungen über Zahlen- 
theorie bemerkt hierzu: ‚Nur in der einen Beziehung bleibt diese Theorie 
der Pelischen Gleichung unvollständig, daß aus ihr keine direkte Methode 
fließt, die kleinste positive Auflösung 7, U zu finden.“ Ich will im 
folgenden den Beweis soweit ausgestalten, daß er eine Abschätzung der 
Lösung liefert. Es kommt mir nur auf die Möglichkeit dieser Abschätzung 
an, auf die Einengung der gefundenen Grenzen lege ich keinen Wert. 

Es sei D eine ganze positive Zahl und kein Quadrat. Man wähle 
eine positive ganze Zahl m und bilde für jedes positive ganze y < m 
x ganzzahlig, so daß 

| 0<z-yVD<ı. 
Durch diese Gleichung ist x als Funktion von y vollständig bestimmt. 

Die m Werte &— yVD bezeichne man der Größe nach mit 


Ynıs Ym2» one Yu er* Ymm» 


so daß 
0 << Ya Ya Zr Yu << IV <L- 


*) Dirichlet, Vorlesungen über Zahlentheorie, herausgegeben von R. Dedekind, 
4. Aufl., Braunschweig 1894. S. 371—375. 
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Das Gleichheitszeichen kann hier, wie auch an späteren Stellen, nicht auf- 
treten, weil sich sonst für VD ein rationaler Wert ergeben würde. Setzt 


man noch formal 
M "mo = 0, Yn, m+1 1 , 
so wird 


m 


2 Yu wer Fan) = Vn,m+i Va 1 —0O _— u 
n= 


Es sei d,, die kleinste der Differenzen 


. Yn,urr — Im, u für B=0,1,32,... Mm. 
Dann ıst 
m 
(m +1)0„< z (Your — v.)=1: 
u= 
1 
Ö a 

m< m+1 

Es seı 
en z Om = Yn,M+ı ,I’mM- 
Hierin sei 
’ ’ „ „ 
° Ym,n—=% a. | VD, Yn,nm+= 7 —Y VD, 

also ıst 


dn= (#2) — (y’—y)VD. 
Es haben y’” und y’ gleiches Vorzeichen, also ist ihre Differenz absolut 
genommen kleiner als die größere der beiden, d.h. <m. Die Differenz 
y”—y’ kann positiv oder negativ sein. Man setze 


y’—y=eb,, 
worin 
ir > ii 51. 
Es ıst nun 
2 _ u eb„VD -4- E, 
, = -b„VD+ = >b„VD—-0,>b„VD— _. ı>o0, 
da 
m >]; 
also setze man 
ol, 


€ 


Es wird r 

0, = &(a„— b„VD). 
Es ist nicht immer a, das zu y = b, gehörige x, da die Differenz a„—b„VD 
positiv oder negativ sein kann. 


32* 








2523 Remak, Lösung der Pellschen Gleichung. 


Bestimmt man für alle positiven ganzen Zahlen b<<m eine ganze 
Zahl a so, daß 


so ist unter allen diesen absoluten Beträgen 


a„—b,VD| 
der kleinste. Denn wäre 


«—bYD|<|a„—b„VD|, 


so wäre, wenn 


a — b’ YD > 0, 
a — b’VD = U 5 Fa 0= Ya — Im < Om: 
Oder wenn 
a — b’ VD “ns 0, 
so wäre 


a +1-—-b’VD>0, 
1— (a +1—-b’YD)=— (a —b’YD) = Yan — Im — Om: 
Beide Male erhält man einen Widerspruch gegen die Definition von d,. 


| 


a, —b„VD| ist also der kleinste vorkommende absolute Betrag. Es ist 
a — b,D|= |a„— b„VD|(a,„ + b„VD)= |a„—b„VD (a„--6„VD+ 2b„VD) 


I; 1 1 nn 
< On (dm + 26 VD) < „14 (45 +2mVD) 
2vD- 
EVD RER 


Da an—b5D eine ganze Zahl, so ist also zu jedem m ein b„<m so 
bestimmbar, daß 
m —bD|<[V4D]. 

([z] bedeute die größte ganze Zahl <x.) Es soll nunmehr, wenn m, 
gegeben ist, m, > m, so bestimmt werden, daß 5b, > b,, wird. Es muß 
zu dem Zwecke b„> m, werden. Denn wäre b„ << m,, so wäre, wie 
oben gezeigt, 

'a„,— b„,VD| > |a,„, — b„, VD|, 
was der Definition von b„, widerspricht. Es muß also werden 








m; > b,, > m, > bu: 
Es ist aber 
E- En D| 1 
—b D . | Am, Pr m, a. Er A 


Damit 
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1 1 


a_—b, VD <- PER 
am — 2,1 DI < <2,.yD41 


m, + 1 
ist, ist es also ausreichend, daß 
1 1 
m +1 gm VD4’ 
oder, daß 
m, >2m,VD. 
Das ist sicher erfüllt, wenn man setzt 


m, = m, ([V4D] +1). 
Setzt man allgemein 


m, = ([V4D] + 1)#, 
so ist, wie gezeigt, 
| Omar = Om, 
Es seı | 
A=2[V4D?, 
also 
m, = ([V&D] + 1)2- eo, 
Ich behaupte, von den A+1 verschiedenen 
ie) 
liefern mindestens [Y4D]-+ 1 denselben Wert für 
«—b, D=k,. 
e 4 e 
Angenommen, das sei nicht der Fall, jeder der [Y4D] möglichen positiven 
und jeder der [VY4D] möglichen negativen Werte des km, komme höchstens 
[V4D] mal vor, so wäre ihre Gesamtzahl 
< 2[V4D]- [V4Df = 2[Y4D} = A. 
Sie ist aber gleich A+ 1, also kommt mindestens einer der Werte k,, 
den ich % nennen will, [V4D]P°-+ 1 mal vor. Man bilde die Reste 


a=emodk, b=f modk; 
die Zahl der möglichen Restepaare ist kA”. Es ist 
k<[V4D], ®<[V4DP +1, 


also lassen von den mindestens [VD] + 1 verschiedenen Wertepaaren a, b, 
für welche 


@—b’D=k, 
mindestens zwei Wertepaare a’,b’ und «a’”,b’” dieselben Reste mod %. 
Es ist also 
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4 


a=a" modk, b’=b" modk. 
Es ıst nunmehr 
“ (a — b’YD)(a’ + b”’VYD) = a’u”—b’b’D+ (a’b”’ —b’a”)YD. 
a 
ada’—b’b”"D=a”"—b”"D=k=0 modk, 
ab”’— ba” =ab’— ba’ =(0 modk, 
so kann man setzen 

(« —b’VD)(a” +b”VD)= klt+ uVD), 

(a +’ VD) (a’— b’YD) = kit— uyD); 
multipliziert man die linken und rechten Seiten dieser Gleichungen, so 
erhält man 

(a” — b”.D) (a”” — b’? D) = k*(t?— Du?); 
es ist aber die linke Seite gleich %?, folglich 


1=1?— Du®. 
Es ist k 
a = (a —-bYD+bVD=-bYD+V. 
a’ a (” — b’ YD) % b’ YD .. bh’ VD + ö”, 
also 


kt = (VD +0')(b’YD-+ 0”) — b’b”’ D= b’YDd”’ +” YDo’ +00”. 
Da 0’ <4, 0” <<}, so ist 


1< (m /D+ 1) < (adj + yet, 
ferner ist = fi 
ku = (b’ YD+ ’)b’— (b’YD+ d”)b’ = bb’ db’, 
also 


u<m,(4+4) = mi = ([VaD] + vol, 
Eine genauere Betrachtung der behandelten Methode, die für den 
Zweck dieser Arbeit nicht nötig ist, würde übrigens auf das Kettenbruch- 
verfahren führen. 








u u 
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Über einige Fragen der allgemeinen Körpertheorie. 


Von Herrn A. Ostrowski in Marburg a. d. L. 





8 1. 


In seiner Abhandlung ‚„Limesbildung und allgemeine Körpertheorie‘‘*) 
hat Herr J. Kürschäak einen neuen Begriff in die Körpertheorie eingeführt, 
den Begriff der ‚Bewertung‘. Es sind in seinen Untersuchungen einige 
Fragen offen geblieben, deren Lösung ich hier zu geben versuchen möchte. 
Ich stelle hier zunächst die wichtigsten Definitionen und Sätze von Herrn 
J. Kürschak zusammen. 

Herr Kürschak ordnet jedem Elemente a eines Körpers Ä eine 
reelle Zahl |a|, die Bewertung von a, zu. Diese Zuordnung genügt den 
folgenden Bedingungen: 

1. Es ist |0|=0; für jedes a+0 ist |a | >0. 

2. Für jedes a ist 

Il+tal<1+)el. 

3. Für je zwei Elemente a,b ist 

ja-b]]= Ja - ]Bl- 

4. Es gibt in K wenigstens ein solches Element, dessen Bewertung von 
0 und 1 verschieden ist. 

Aus dieser Definition folgt leicht 

a)  !a+3l<]lall+dl.la-d]>|all- || 


und 
(2) I-1j=1, |-al= all. 
Eine solche Zuordnung nennt Herr Kürschäk eine Bewertung des 


*, Dieses Journal, Bd. 142, S. 211. 
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Körpers K. Und nun werden die verschiedenen Erweiterungen*) des 
Körpers K untersucht. Zu dem Zwecke wird der Begriff der Funda- 
mentalreihe eingeführt. So wird eine Folge der Zahlen des Körpers 
(3.) Gr sg; +++ 
genannt, wenn |a,„,,—a,|| bei wachsendem n und beliebigem positiven q 
unabhängig von g beliebig klein wird. Eine Zahl A wird der Limes 
der Fundamentalreihe (3.) genannt, wenn |A—.a,|| bei wachsendem n 
beliebig klein wird. Da ‘im allgemeinen nicht jede Fundamentalreihe 
einen Limes im Körper K besitzt, so führt man, ebenso wie in der 
Cantorschen Theorie der Irrationalzahlen, ideelle Limes ein und gelangt 
auf diese Weise zu einer Erweiterung des Körpers K, in welcher jede 
Fundamentalreihe einen Limes besitzt. Solche Körper nennt Herr Kürschäk 
perfekt. In einem perfekten Körper gilt, wenn A den Limes der Funda- 
mentalreihe ...a,,... bedeutet, 
|4 | = lim |, 


v=®» 


Ist jetzt ft eine algebraische**) Erweiterung des Körpers K und 
genügt eine Größe « in $ der in Ä irreduziblen Gleichung 
"++ +a=ß0, 
so ordnet Herr Kürschäk der Größe « die positive Zahl 


m 

lei” 
zu. Eine solche Zuordnung ist, wie Herr Kürschak beweist, eine Be- 
wertung des Körpers $, die die ursprüngliche Bewertung des Körpers K 
ın sich enthält. Dabei muß jedoch der Körper K schon als perfekt voraus- 
gesetzt werden.***) Erweitert man den Körper K zu dem kleinsten alge- 


*) Steinitz, Algebraische Theorie der Körper, dieses Journal, Bd. 137, S. 175. 
Jeder Körper, der K enthält, heißt eine Erweiterung von K. 

**) Steinitz, a. a.0., S.183. — Jede Größe aus 8 genügt also einer alge- 
braischen Gleichung in K. 

***) Es ist leicht an einem Beispiel zu zeigen, daß diese Bedingung notwendig 
ist. Bewerten wir z.B., die rationalen Zahlen durch ihren absoluten Wert, so gelten, 
wenn wir die Zahlen der dem Körper der rationalen Zahlen entstammenden Gattungs- 
bereiche nach dem Vorgange des Herrn Kürschäk zu bewerten versuchen, für die 
Wurzel « jeder quadratischen Gleichung, deren beide Wurzeln verschieden und positiv 


sind, die Ungleichungen 
I1tali>1+llall, 
die geradezu entgegengesetzt sind denjenigen, die in 2. gefordert werden. Diese 
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braisch abgeschlossenen*) Körper Q, so braucht Q nicht perfekt zu sein. 
Erweitert man aber jetzt Q@ zu einem perfekten, bildet man, wie Herr 
Kürschäk sich ausdrückt, seinen derivierten Körper, so wird dieser zugleich 
auch algebraisch abgeschlossen sein. Damit gewinnt Herr Kürschak den 
Fundamentalsatz der Theorie: 

Jeder bewertete Körper kann durch die Adjunktion passender neuer 
Elemente zu einem algebraisch abgeschlossenen perfekten bewerteten Körper 
ergänzt werden. 

Man bewertet gewöhnlich alle rationalen Zahlen durch ihren abso- 
luten Wert. Das erste Beispiel einer anderen Bewertung des Körpers der 
rationalen Zahlen stammt von Herrn Hensel**). Ist eine rationale Zahl 
durch 7° teilbar (wo p eine gewöhnliche Primzahl ist) in dem Sinne, 
daß der Quotient dieser Zahl durch p“ in der reduzierten Form weder im 
Zähler, noch im Nenner p enthält, so ist « die Ordnungszahl dieser 
rationalen Zahl. Ist die Ordnungszahl von a gleich «, so kann e”“ als die 
Bewertung von a für den Bereich von p angesehen werden. Je größer « 
ist, desto kleiner wird die Bewertung von a. Diese Definition wird 
weiter auf rationale und algebraische p-adische Zahlen übertragen. — 
Haben die p-adischen Zahlen a und b verschiedene ÖOrdnungszahlen 
und Bewertungen, so sind die ÖOrdnungszahl und die Bewertung der 
Summe a+b der kleineren der ÖOrdnungszahlen, bzw. der größeren der 
Bewertungen der Zahlen a und b gleich. Diese Eigenschaft erleichtert 
die Untersuchung der Bewertungen in »p-adischen Zahlkörpern außer- 
ordentlich. Nun stellt Herr Kürschik am Schlusse seiner Abhandlung 
folgende Frage: Ist die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung 
des Körpers der rationalen p-adischen Zahlen perfekt? M. a. W., gibt 
es in der kleinsten Erweiterung von K(p) zu einem algebraisch abge- 
schlossenen perfekten Körper Größen, die keiner algebraischen Gleichung 


Gleichungen haben die Form &—bxz + c=0 (b,e>0), und, da ||1+a||=V1+b+e, 
Ilel|=Ve ist, so gilt Vı+b+c>1+f/le denn 1+b5b+e>1+ce+2Ve, oder 
b>2 Ve, da die quadratische Gleichung reelle Wurzeln hat und daher 5%’ — 4ce >0 ist. 
*) Steinitz, a. a. 0., S. 198. Algebraisch abgeschlossen heißt jeder Körper @, 
in welchem jede ganze rationale Funktion einer Veränderlichen mit Koeffizienten aus Q 
in lineare Faktoren zerfällt. j 
**) Vgl. K. Hensel, Jahresbericht d. D. M. V., Bd. 16, Über die arithmetischen 


Eigenschaften der Zahlen, S. 475—479. 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 4. 33 
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mit Koeffizienten aus K(p) genügen? Herr Kürschäk spricht die Ver- 
mutung aus, daß es solche Größen, für die die Benennung ‚‚transzendente 
p-adische Zahlen“ passend zu sein scheint, wirklich gibt. Meine Unter- 
suchungen haben diese Vermutung bestätigt. Es ist mir gelungen, die 
allgemeinere Frage zu lösen, wann die kleinste algebraisch abgeschlossene 
Erweiterung K’ eines perfekten Körpers X perfekt ist. Ich werde näm- 
lich in $ 3 den Satz beweisen, daß dies dann und nur dann der Fall 
ist, wenn Ä’ in bezug auf X endlich ist, d. h., wenn es in Ä’ eine end- 
liche Anzahl von Größen »,, w,,... @, gibt, von der Beschaffenheit, daß 
alle Größen aus K’ in der Form dargestellt werden können: 
10 Mt On; 

WO 4, &g, ...&, dem Körper K angehören. Um diesen Satz zu beweisen, 
gehe ich in $2 auf einige Untersuchungen ein, die eine Verallgemeinerung 
der Untersuchungen von Herrn Dedekind über die Permutationen des 
Körpers aller algebraischen Zahlen*) sind. Es ergibt sich dabei die Ant- 
wort auf- eine von Herrn Dedekind in der zitierten Abhandlung gestellte 
Frage nach der Existenz gewisser Permutationen des Körpers aller reellen 
Zahlen, und zwar wird diese Frage, entgegen einer von Herrn Dedekind 
ausgesprochenen Vermutung im bejahenden Sinne beantwortet. Die Resul- 
tate der ersten 7 Nummern in $2 sind im wesentlichen in der Steinitzschen 
Arbeit enthalten. Ich glaubte aber auch diese Resultate, wegen ihrer 
fundamentalen Wichtigkeit für meine Untersuchung, mit etwas abweichender 
Begründung ausführlich darlegen zu sollen. — 

Die Existenz der transzendenten p-adischen Zahlen kann auf einem 
viel einfacheren Wege bewiesen werden, und ich gebe’ daher im folgenden, 
ehe ich mich zu den weiteren Untersuchungen wende, einen sehr einfachen 
Beweis dieser Tatsache. Ich betrachte irgendeine Folge positiver ganzen 
Zahlen 

(1.) MM, Mas»: +; 
für welche allgemein die Ungleichungen gelten 


m, > m;_ı:. (i=2,8,...) 
Daraus folgt 


*) R. Dedekind, Über die Permutationen des Körpers aller algebraischen Zahlen. 
Festschrift zur Feier des 150-jährigen Bestehens der K. Ges. der Wiss. zu Gött., (1901). 
S. 6—9. 
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1 1 1 


Miı<m, Ma <m, Mia <<M 5... 
und daher 
k-i—1 1 
(2.) ‚A mM; u mM; . 


Weiter definiere ich eine Folge der algebraischen p-adischen Zahlen 
Pi» Bas +++ Ans --- 
durch die im Bereiche der rationalen p-adischen Zahlen irreduziblen *) 


Gleichungen 
"=p,B"=p,ße=p,...Ber=Ppr...(P)- 


Die Ordnungszahl der Zahl £; ist E gleich. Und nun betrachte ich die 


ı 


Teilsummen S, der unendlichen Reihe 


Zar ß,, S; ee zayß,, 
e=1 e=1 
wo a, irgendwelche bestimmte Zahlen aus der Reihe 


1,2,..7 —1 
bedeuten. Diese Teilsummen bilden eine Fundamentalreihe. In der Tat, 


die Differenz S, = ap ß, hat infolge der schon früher erwähnten 
n+1 


Eigenschaft der p-adischen Zahlen die Ordnungszahl n+1+ > I 5 
n+1 
sinkt folglich die Zahl 


1 
VIREN ER La er, 
unter jede vorgegebene positive Grenze herab, falls n hinreichend groß ge- 
nommen wird. Der Limes der Fundamentalreihe 

UT 

kann aber in keinem in bezug auf K(p) algebraischen Körper enthalten sein, 
ist folglich keine algebraische p-adische Zahl. Um das zu zeigen, nehme 
ich an, es sei dieser Limes einer in bezug auf K(p) algebraischen Zahl 
A gleich, die in einem algebraischen Körper X(A) vom Grade M enthalten 
sei. Ich nehme dann in der Folge (1.) m, << M* und betrachte den aus 
den Körpern K(A), K (#,), K(Pz), ... K(P„_ı) zusammengesetzten Körper 8, 


dessen Grad kleiner als 
k=n—1 


M II m,, 


k=1 


*) Weil die Funktionen 2”; —p .die sogenannten Eisensteinschen Funktionen 


sind. Vgl. X. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig, 1908, S. 75. 
33* 
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1 


also auch infolge der Ungleichung (2.) kleiner als M - m? und folglich als m, 
(da m, => M”* gewählt ist) ist. Die in ® enthaltene Zahl 


A— ap ß,= B 


muß dann der Limes der Fundamentalreihe ... S,,... sein, wo 
n+i—1 


S, a ap" Pa; 5, ger Ay 7 HP" Par Br S, Be. z G, pP, 


ist. Die Ordnungszahlen der $, sind alle n +4 gleich. Die Ordnungs- 


n 


zahl von B ist aber von n+ En gewiß verschieden. Es sind nämlich die 


Nenner der in der reduzierten Form geschriebenen Ordnungszahlen der in 
einem algebraischen Körper enthaltenen Zahlen immer Teiler vom Grade 
des Körpers*), also nie größer als dieser Grad. Der Grad des Körpers $ 
ist aber kleiner, als m,. Daraus folgt, daß die Ordnungszahl der Diffe- 
renz B—S, gleich der kleineren von der Ordnungszahl von B und 


der Zahl n+ E ist. Die Bewertung 


1 


ist also gleich oder größer als e m) ‚und B kann daher nicht dem 
lim S, gleich sein. — Damit haben wir die Existenz einer Fundamental- 


ko 


reihe ... S;,... bewiesen, die keinen algebraischen Grenzwert haben kann. 


$ 2. 

1. Einige Sätze aus der Körpertheorie. Sind in einem Körper K 

alle Größen 
1ı,1+1,1+1+]1,... 

voneinander, also auch von 0 verschieden, so nennt man, nach Herrn 
Steinitz, K einen Körper von der Charakteristik 0. Ist das nicht der Fall, 
so gibt es immer eine Primzahl # von der Eigenschaft, daß das p-te 
Glied dieser Reihe gleich 0 ist. Dann ist. im Körper K das p-te Viel- 
fache jeder Größe gleich 0. Solche Körper werden Körper von der Charak- 
teristik p genannt**). Es sei nun A eine algebraische Erweiterung eines 
beliebigen Körpers X. Eine in A, aber nicht in K enthaltene Größe wird 


*) Hensel, Theorie d. alg. Zahlen, S. 140 —141, 
**, Steinitz, a. a. O., S. 181, 
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von der ersten Art genannt, falls sie einer in X irreduziblen Gleichung mit 
Koeffizienten aus X und mit lauter verschiedenen Wurzeln genügt*), da- 
gegen von der zweiten Art, wenn diese Gleichung lauter gleiche Wurzeln 
hat. Eine algebraische Erweiterung heißt von der ersten Art, wenn sie 
nur die Größen von der ersten Art enthält; enthält sie aber nur die 
Größen von der zweiten Art, so wird sie ein Wurzelkörper in bezug auf 
K oder auch eine Erweiterung zweiter Art genannt. Und nun verdankt 
man Herrn Steinitz den Satz**): 

„Ist L eine beliebige algebraische Erweiterung des Körpers K, so 
existiert ein Körper ZL, zwischen X und ZL von der ersten Art in bezug 
auf K von der Eigenschaft, daß L in bezug auf ZL, von der zweiten 
Art ist.“ 

Ist nun y die Wurzel einer in Ä irreduziblen Gleichung vom 
Grade m, so kann die Adjunktion von y so geschehen, daß zuerst eine 
Größe „, von der ersten Art adjungiert wird, die einer Gleichung vom 
n.ten Grade genügt, dann die Wurzel einer im Ä(y,) irreduziblen Gleichung 
x” —y,=0. n wird der reduzierte Grad von y genannt, f der Exponent 
von y. Die Zahl n ist der Anzahl der untereinander verschiedenen 
Wurzeln von der in K irreduziblen Gleichung, der 7 genügt, gleich. — 
Jede endliche Erweiterung erster Art ist einfach, d. h., besitzt eine primi- 
tive Größe ***), 

Es sei A eine beliebige Erweiterung von K. Dann kann, nach 
einem Satze von Steinitz*), diese Erweiterung in zwei Schritten geschehen. 
Mit dem ersten adjungieren wir zu X ein System von Größen, die alle 
algebraisch unabhängig voneinander in bezug auf K?') sind. Eine solche 
Erweiterung nennt Herr Steinitz eine rein transzendente Erweiterung von K. 
Mit dem zweiten Schritte adjungieren wir ein System von in bezug auf 
diese rein transzendente Erweiterung algebraischen Elementen. M.a. W. 
jede Erweiterung kann in eine rein transzendente und eine algebraische 
Erweiterung zerlegt werden. 





*) Steinitz, a. a. O., S. 231. 
**, Steinitz, a. a. 0., S. 238. 
"+, Steinitz, a. a. O., S. 182, 235. Eine primitive Größe einer Erweiterung 
von K ist eine Größe, durch welche alle anderen Größen der Erweiterung als rationale 


Funktionen mit Koeffizienten aus K dargestellt werden können. 
?) Steinitz, a. a. O., S. 293, 
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2. Abbildungen und Permutationen. Wir erklären einige im wesent- 
lichen von Herrn Dedekind stammende Begriffe. Wird jedem Elemente 
eines Systems (C' ein Element eines Systems C” zugeordnet, so nennen 
wir eine solche Zuordnung eine Abbildung des Systems C. Das dem 
Elemente a zugeordnete Element Yp(a) nennen wir das Bild von a. Diese 
Abbildung bezeichnen wir durch y. Enthält C ein Teilsystem (/,, so be- 
wirkt p eine Abbildung von C,, die wir durch w bezeichnen wollen. Dann 
heißt w der auf C, bezügliche Rest der Abbildung p, p aber heißt ein Viel- 
faches oder ein Multiplum von y. Sind A, und A, zwei beliebige Systeme, 
p, und %, irgendwelche Abbildungen von A, und A,, so nennen wir g, 
und «p, übereinstimmend, falls die auf den Durchschnitt der Systeme 
A, und A, bezüglichen Reste von y, und 9, übereinstimmen. — Es sei 
uns gegeben ein Körper X, der in einem umfassenderen f enthalten ist. 
Es besitze weiter eine Abbildung $ des Körpers X folgende Eigenschaften: 

1) Das Bid jeder Größe aus K sei in St enthalten. 

2) Sind a und b ganz beliebige Größen ın K, so sollen folgende 
Beziehungen stattfinden : 


a) pyla+b)=Ypl(a) + p(b); b) Yyla—b)= Y(a)— Yy(b); 


c) P(ab)= Y(a)p(b); d) y( 5) = en 

die letzte, falls b+O ist. 

3) Das Bild wenigstens einer Größe aus K soll von 0 verschieden sein. 

Eine solche Abbildung nennen wir eine Permutation des Körpers K*). 
Es folgt leicht aus dieser Definition, daß das System p(K) einen Körper 
bildet und daß die Abbildung % eine umkehrbare ist**). Die Permuta- 
tion p von K, für welche y(a)=a für alle Größen a des Körpers K ist, 
heißt die vdentische Permutation von K. Zwei Permutationen $ und 9%’ 
des Körpers KX sind verschieden, falls es wenigstens eine Größe in X 
gibt, die durch p und %’ in zwei verschiedene Größen übergeführt wird. 
Jede Permutation läßt die den rationalen Zahlen entsprechenden Elemente 
in Ruhe. Der Körper „(K) heißt der konjugierte Körper von K, die 
Größen (a) konjugiert zu a. Der Körper Y(K) kann natürlich der 
Gesamtheit der Elemente nach mit X zusammenfallen. Der Körper $ 





*) Dedekind, Über die Permutationen... S. 5, Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen 
über Zahlentheorie, 1894, $ 161. 
**) Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen... $ 161. 
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wird in unseren Untersuchungen ein algebraisch abgeschlossener Körper 
über Ä sein. 

3. Die Permutationen der endlichen Erweiterungen erster Art. Es 
sei K ein Körper mit einer Permutation 9, A eine endliche Erweiterung 
erster Art von K. Dann besitzt A ein primitives Element a. Durch 
rationale Funktionen von «a mit Koeffizienten aus X wird der Körper A 
erschöpft. Wir wollen alle diejenigen Permutationen w von A untersuchen, 
die Multipla von sind. Genügt a einer in K irreduziblen Gleichung 
f(z) =0 mit Koeffizienten aus X, so muß w(a) der Gleichung Y(f(z)) = 0 
genügen, die aus f(z)= 0 hervorgeht, wenn man in den Koeffizienten der 
Funktion f(x) die Permutation y ausführt. Da durch die Angabe des 
Elementes w(a) die Permutation y vollständig bestimmt ist, so kann es 
nur so viele verschiedene Permutationen w geben, als die Gleichung 
y(f(x))= 0 verschiedene Wurzeln besitzt. Ist umgekehrt 7 eine Wurzel 
der Gleichung y(f(z)) = 0, so erhält man eine Permutation y, wenn man 
jeder Größe des Körpers A, die ja als rationale Funktion von a mit 
Koeffizienten aus Ä dargestellt werden kann, #(a), die Größe p#(y) 
zuordnet, wo die Koeffizienten der Funktion 92 aus den Koeffizienten 
der Funktion & durch die Permutation » hervorgehen. Nun ist die 
Gleichung Y(f(xz))=0 in Y(K) ebenfalls irreduzibel, von demselben Grade 
wie f(z2)=0 und besitzt lauter verschiedene Wurzeln. Das letzte ergibt 
sich daraus, daß die von 0 verschiedene Diskriminante der Gleichung 
f(<2)=0 durch die Permutation 9 in die ebenfalls von 0 verschiedene 
(wie aus der Eigenschaft 2) b) in 2. und der Umkehrbarkeit der Permu- 
tationen sofort einleuchtet) Diskriminante der Gleichung „y(f(x))=0 über- 
geführt wird. Daraus folgt, daß die Anzahl der verschiedenen Permu- 
tationen w genau gleich dem Grade des Körpers A in bezug auf den 
Körper K ist. Ist nun der Körper A vom Grade m in bezug auf K, 
B vom Grade n und von der ersten Art in bezug auf A, so ist B von 
der ersten Art und vom Grade mn in bezug auf X und besitzt folglich 
genau mn Permutationen, die Multipla von p sind. Es gibt dann unter 
diesen mn Permutationen genau n Multipla von irgendeiner gegebenen 
Permutation y. — Ist p die identische Permutation von Ä, so heißen 
die Körper, in die A durch verschiedene Substitutionen w übergeführt 


wird, die zu A in bezug auf K konjugierten Körper. 
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4. Normale Erweiterungen erster Art. Ist A eine endliche Erwei- 
terung erster Art von K und fällt A mit seinen in bezug auf X konju- 
gierten Körpern zusammen, so heißt A normal in bezug auf K. Das 
kleinste gemeinsame Multiplum aller zu einer endlichen Erweiterung A 
von K in bezug auf K konjugierten Körper ist ein in bezug auf Ä nor- 
maler Körper und zwar der kleinste, der A enthält. Das kleinste gemein- 
same Vielfache und der größte gemeinsame Teiler von zwei oder mehreren 
in bezug auf X normalen Körpern sind wiederum normal in bezug auf K. 
Die in bezug auf K normalen Körper A besitzen die Eigenschaft, daß 
eine in X ırreduzible Funktion f(x), die in A eine Wurzel besitzt, daselbst 
in lineare Faktoren zerfällt. Ist nämlich diese Wurzel &, so besitzt der 
Körper K(«) eine Permutation, die « in eine beliebige Wurzel «@’ der 
Funktion f(x) überführt. Der Körper A, als ein Multiplum von X(e), 
besitzt aber die Permutationen, die Multipla von dieser Permutation sind. 
Und da der Körper A mit seinen Konjugierten zusammenfällt, so ist 
auch «’ in A enthalten. Nun sind, nach einem Satze von Steinitz*), alle 
durch Adjunktion der Größen von der ersten Art aus einem Körper K 
entstehenden Körper von der ersten Art in bezug auf K. Die Funktion 
f(x) besitzt folglich lauter verschiedene Wurzeln, zerfällt also in A in 
lineare Faktoren. Diese Eigenschaft kann als Definition der in bezug 
auf K normalen Körper genommen werden, und dann gilt diese Definition 
auch für die unendlichen algebraischen Erweiterungen erster Art von Ä. 
Auch für unendliche normale Erweiterungen gilt der Satz, daß das kleinste 
gemeinsame Multiplum und der größte gemeinsame Teiler eines Systems von 
normalen Erweiterungen des Körpers K wiederum normal in bezug auf K 
sind. Der Beweis beruht auf dem Satze von Steinitz, daß jede Größe 
eines durch Adjunktion einer unendlichen Anzahl von Elementen aus X 
hervorgehenden Körpers in einem Körper enthalten ist, der aus X durch 
Adjunktion einer endlichen Anzahl von diesen Elementen hervorgeht **). 
Ist uns ein System A,B,C,... von normalen Körpern über K gegeben, 
so bezeichnen wir das kleinste gemeinsame Multiplum und den Durch- 
schnitt aller Körper dieses Systems durch M, bzw. D. Jede Größe « 
des Körpers M ist in einem in bezug auf K endlichen normalen Unter- 


*) Steiniz, a. a. O., S. 234, 235. 
**), Steinitz, a. a. O., S. 177. 
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körper von M enthalten. Um das zu zeigen, bemerken wir vor allem, daß 
«& gewiß in einem Körper enthalten ist, welcher aus einer endlichen Anzahl 
der in bezug auf K endlichen Körper A,A,,... besteht, wobei A,A,,... 
Teiler der Körper A,B,C,... sind. Wir werden im folgenden unter der 
Norm eines Körpers A in bezug auf K den aus A und seinen in bezug 
auf K konjugierten Körpern zusammengesetzten Körper verstehen*). Es 
seien nun 
(1.) N (A),N (A,), ... 

die Normen der Körper A,A,,... in bezug auf den Körper Ä. Enthält 
der normale Körper A den Körper A, so enthält er auch seine Norm. 
Die Norm von A entsteht nämlich aus X durch Adjunktion sämtlicher 
Nullstellen der in X irreduziblen Gleichung, welcher ein primitives Element 
von A genügt. Diese Nullstellen sind aber alle ın A enthalten, da A 
normal ist. Daraus folgt, daß das kleinste gemeinsame Multiplum M der 
Körper (1.) in M enthalten ist. Der Körper M ist aber normal über K, 
weil die Anzahl der Körper (1.) endlich ist, und enthält «. Dann ent- 
hält aber M, also auch M, mit « alle Wurzeln der in Ä irreduziblen 
Gleichung, welcher «& in K genügt, also ist der Körper M normal. Um 
dasselbe von D zu beweisen, bezeichne ich durch « irgendeine in D 
enthaltene Größe, durch «’, «@”,... die anderen Wurzeln der in Ä irredu- 
ziblen Gleichung, welcher « genügt. Dann ist «, mithin auch «’, @”,... 
in allen Körpern A,B,C,... enthalten. Folglich sind «’, o”,... in D 
enthalten. M.a. W., D ist normal in bezug auf X. — Ist © eine Permu- 
tation des Körpers Ä, und A eine normale Erweiterung von Ä, so wird 
A durch jede @ enthaltende Permutation in einen Körper übergeführt, 
der normal in bezug auf O{K) ist. 

5. Die Permutationen der normalen Erweiterungen. Ist U eine nor- 
male Erweiterung des Körpers X, so wird U durch jede Permutation, die 
K in Ruhe läßt, in sich selbst übergeführt. Genügt nämlich eine Größe 
aus U der in X irreduziblen Gleichung mit Koeffizienten aus K: f(x) = 0, 
und sind die ebenfalls in U enthaltenen Größen «, «’, «”,... die sämtlichen 
Wurzeln dieser Gleichung, so werden diese Größen durch jede Permutation 
von U, die K, folglich auch die Koeffizienten von f(x), in Ruhe läßt, 
nur untereinander permutiert. SER 





*) Dirichlet-Dedekind, $ 165, S. 480. 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 4. 34 
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| Wir wollen jetzt den Hülissatz beweisen, der für das Folgende die 
Grundlage bildet. 

„Sind A und B zwei normale Erweiterungen des Körpers K, D ihr 
Durchschnitt, M ihr kleinstes gemeinsames Multiplum, sind weiter die 
Permutationen ©, und ©, der Körper A, bzw. B übereinstimmend in be- 
zug auf D, so gibt es eine und nur eine Permutation © des Körpers M, 
die das Multiplum von ©, und ©, ist.“ Wir bezeichnen im folgenden 
Beweise den aus den Körpern Ä,, X, zusammengesetzten Körper der Kürze 
wegen durch Ä,K,. 

Es ist zuerst leicht zu sehen, daß die Permutation ©, falls sie 
überhaupt existiert, durch ©, und ©, eindeutig bestimmt ist, weil jede 
Größe aus M eine rationale Funktion mit Koeffizienten aus X von den 
Größen der Körper A und B ist. Um jetzt die Existenz von © zu be- 
weisen, nehmen wir zunächst an, A und B seien endliche Erweiterungen 
von K vom Grade m, bzw. n. Dann ist,. nach einem bekannten Satze*), 
der Grad von M in bezug auf B dem Grade von A in bezug auf D gleich. 
Ist der Grad von D gleich d, so wird der Grad von M in bezug auf Ä 


gleich u sein. Jede von den = 


0, und ©, dieselben auf X bezüglichen Reste haben, hat zu auf A und B 
bezüglichen Resten Permutationen, die in bezug auf D übereinstimmen. 


Permutationen des Körpers M, die mit 


Die Anzahl der in bezug auf D übereinstimmenden Permutationenpaare 


der Körper A und B ist aber genau gleich (denn jeder der m Permu- 


n 
d 
bezug auf D übereinstimmen, da = der Relativgrad des Körpers B be- 


tationen von A entsprechen -—— Permutationen von B, die mit ihnen in 


züglich des Körpers D ist). Und da zwei verschiedenen Permutationen 
von M nach dem vorhergesagten auch zwei verschiedene Permutationen- 
paare von A und B entsprechen, so entspricht jedem Paare der in bezug 
auf D übereinstimmenden Permutationen von A und B eine bestimmte 
Permutation von M. Sind. A und B nicht beide endlich in bezug auf X, 
so entsprechen, wie bei dem Beweise des Schlußsatzes in 4. gezeigt wurde, 
jeder Größe d aus M zwei normale und in bezug auf K endliche Teiler 


nn 


*) Dirichlet-Dedekind, $ 165, S. 481. Der Beweis gilt für alle algebraischen 
Erweiterungen erster Art. Vgl. auch Frobenius, Math. An., 70 S. 457. 
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der Körper A und B — die wir durch A’ und B’ bezeichnen wollen — 
von der Beschaffenheit, daß d in dem aus A’ und B’ zusammengesetzten 
Körper A’B’= M’ enthalten ist. Sind 9, und 3, die auf A’, B’ bezüg- 
lichen Reste von ©,, ©,, so sind 4, und 9, in bezug auf den Durchschnitt 
von A’ und B’ übereinstimmend und es wird durch 3,, 9, eine Permu- 
tatıon des Körpers M’ bestimmt, die die Größe d in d’” überführt. Be- 
nutzen wir, um 0’ zu bestimmen, andere Körper A”, B”’, M”’= A” B”, so 
kommen wir zu demselben Resultate, da A’, A”, B’, B’, M’, M” Ünter- 
körper von 4’4”, B’B”’,M’M”"=(4’4”)(B’B”) sind und die Bestimmung 
von Öd’ durch diese Körper zu einem eindeutig bestimmten Resultate führt. 
Die auf diese Weise eindeutig bestimmte Zuordnung von 0’ zu d wird eine 
Permutation sein. Um dies einzusehen, braucht man nur zu beachten, 
daß, wenn irgend zwei Größen « und / durch diese Zuordnung zu «’ 
und /’ zugeordnet werden, es immer zwei normale endliche Erweiterungen 
von K — 4”, B’”’ — von der Eigenschaft gibt, daß « und £ im Körper 
4”’B”’ enthalten sind und daß die Zuordnung von « und zu «’ und 
’ der auf das System «, ß bezügliche Rest einer Permutation des Körpers 
A” B”’ ıst. Daraus folgt, daß die Zuordnung von « und £ zu «’ und /’ 


den Gesetzen 1), 2), 3) in 2. gehorcht. — Damit ist unser Hülfssatz 
bewiesen. 
6. Der Hauptsatz. — Vorbereitungen zum Beweise des Hauptsatzes. 


Wir schreiten nun zum Beweise des folgenden Satzes: 

„Ist der Körper U eine normale algebraische unendliche Erweiterung 
erster Art des Körpers K, ist weiter p eine Permutation des Körpers K, so 
gibt es wenigstens eine Permutation w des Körpers U, die zu dem auf K 
bezüglichen Reste hat.“ 

Dieser Satz ist für den speziellen Fall des Körpers aller algebra- 
ischen Zahlen und seiner Unterkörper von Herrn Dedekind bewiesen*). Für 
den allgemeinen Fall ist der Satz von Herrn Steinitz bewiesen worden **). 

Der Körper U ist aus einem Systeme von endlichen und in bezug 
auf K normalen Körpern zusammengesetzt. Jeder dieser normalen Körper 
besitzt ein primitives Element. Der Körper U entsteht aus Ä durch Ad- 
junktion des Systems S dieser primitiven Elemente 9. Ich denke nun 





*) Dedekind, Über die Permutationen . . ., S. 6—9. 
**, Steinitz, a. a. O., S. 283, Satz 5, 


34* 
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die Größen 9 auf irgend eine Weise wohlgeordnet, was nach dem be- 
rühmten Satze von Zermelo*) immer möglich ist. Dieses wohlgeordnete 
System der 3 werde ich durch J’ bezeichnen. Aus J’ bilde ich die Teil- 
menge J nach folgender Regel. Ein Element 5 soll in die Menge J auf- 
genommen werden, falls es in dem Körper, der aus ÄX durch Adjunktion aller 
in J’ dem Elemente # vorhergehenden Elemente entsteht, nicht enthalten 
ist. Die Elemente von J, die ich durch y bezeichnen will, seien nach 
derselben Regel geordnet wie in J’. Dann werden sie auch wohlgeordnet 
sein, weil jedes System der Elemente aus J ein erstes Element besitzt, 
da es zugleich eine Teilmenge der Elemente aus der wohlgeordneten Menge 
J’ ist. Wir wollen nun zeigen, daß U aus X durch Adjunktion der Ge- 
samtheit J aller 7 hervorgeht. Dazu brauchen wir nur zu beweisen, daß 
alle # im Körper K(J) enthalten sind. Ist das nicht der Fall, so muß 
es, da J’ wohlgeordnet ist, ein erstes ß in J’ geben von der Beschaffen- 
heit, daß alle vorhergehenden $ im Körper K(J) enthalten sind, während 
das für # nicht der Fall ist. Da dieses # der Menge der y nicht ange- 
hört, muß es in dem Körper enthalten sein, der aus X durch Adjunktion 
aller vorhergehenden 9 entsteht, also, nach dem schon mehrfach be- 
nutzten Steinitzschen Satze, auch in einem Körper, der aus K durch Ad- 
junktion einer endlichen Anzahl der vorhergehenden f entsteht. Jedes der 
vorhergehenden /£ ist aber durch eine endliche Anzahl der Größen y aus- 
drückbar, also ist $# im Körper K(J) enthalten. 

Wir führen jetzt noch einige weitere Bezeichnungen ein. Die Ge- 
samtheit der einem beliebigen Elemente y,**) in J vorhergehenden Größen 
werden wir durch A, bezeichnen. Der aus K durch Adjunktion von 4, 
hervorgehende Körper soll durch X,, bezeichnet werden. Den Durchschnitt 
der Körper K, und K(y,) bezeichnen wir durch D,. Der Grad von 
K(y,) in bezug auf D, sei N,, der in bezug auf K sei n,. Ist 9 eine der 
N 
No 
Permutationen von Ä(y,) genau N, Multipla von 9. Wir greifen irgend- 
eine aus diesen heraus und ordnen sie der Permutation 9 zu. Auf diese 
Weise ordnen wir jeder Permutation von D, eine bestimmte Permutation 


Permutationen von D,, die Multipla von sind, so gibt es unter n, 


*) Math. Ann. Bd. 59, S. 514: Bd. 65, S. 111. 
**) Unter w wird eine beliebige Ordnungszahl verstanden, 





in 
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von Ä(y,) zu. Nun seien auch alle Größen des Körpers U wohlgeordnet, 
und zwar in folgender Weise. Die Größen des Körpers K gehen vor 
allen anderen Größen des Körpers U. Allgemein gehen alle Größen des 
Körpers K, vor y,. Hier bedeutet »® die Ordnungszahl, die y, in der 
Wohlordnung J besitzt. Die betrachtete Wohlordnung des Körpers U 
wollen wir durch W bezeichnen; sie hat folgende Eigenschaft: Der aus 
K durch Adjunktion eines Abschnittes von W hervorgehende Körper ist 
ein Abschnitt von W*). 

7. Beweis des Hauptsatzes. 

Wir definieren nun die Abbuldungskörper von W. So nennen wir 
die Körper, die folgende Eigenschaften besitzen: 

1) Sie sind die Abbildungen gewisser Abschnitte von W, die auch 
Körper sind. Sie sind ebenso geordnet wie jene. 

2) Die Abbildungen, durch die die Abschnitte von W auf die 
Abbildungskörper abgebildet werden, sind Permutationen. 

3) Diese Permutationen enthalten die Permutation , sind also 
Multipla dieser Permutation. 

Ist in einem Abbildungskörper M die Größe 4, das Bild von y,, 
so bilden, wie aus den Eigenschaften 1) und 2) folgt, die in M vor 4, 
gehenden Größen einen Abbildungskörper M, von K,. DBezeichnen wir 
weiter den Körper, in welchen X durch  übergeführt wird, durch X, so 
muß, da 4, in M vorkommt, auch der Körper K(4,) in M vorkommen 
und ein Bild des Körpers X(y,) sein. Die Permutation, die X, in M,, 
überführt, bezeichnen wir durch £2,. Die Permutation, die Ä(y,) ın 
K(4,) überführt, soll durch 7’, bezeichnet werden. Dann stimmen die auf 
D, bezüglichen Reste der Permutationen 42, und 7', überein, weil sie mit 
dem auf D, bezüglichen Reste der X,,, in M (4,) überführenden Permu- 
tation identisch sind. Diese Reste bezeichnen wir durch £/,. Nun haben 
wir früher jeder Permutation des Körpers D,, eine Permutation des Körpers 
K(y.) zugeordnet. Es ist also auch der Permutation 4, eine Permutation 
T’, zugeordnet worden. Stimmt nun für jedes in M vorkommende 4, 7), 
mit 7‘, überein, so soll M ein ausgezeichneter Abbildungskörper genannt 


*) Eine solehe Wohlordnung ist auch von Herrn Steinitz (a. a. O. S. 271—279) 
in seinem Beweise angewandt worden, 
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werden. Wir beweisen nun folgende Eigenschaften der ausgezeichneten 
Abbildungskörper. 

a) Es gibt ausgezeichnete Abbildungskörper. Z. B. ist K ein solcher 
Abbildungskörper. Führt die Permutation 7/7, die hier eine eindeutig be- 
stimmte ist, y, in A, über, so ist der Körper K(A,) ein ausgezeichneter 
Abbildungskörper. Bezeichnen wir die K(y,) in K(4,) überführende Per- 
mutation durch 7‘, und ist 4, der auf D, bezügliche Rest von I}, so 
haben wir dieser Permutation eine auf KÄ(y,) bezügliche zugeordnet, die 
durch /, bezeichnet sei. Wird 7, durch 7, in A, übergeführt, so ist 
der Körper K(A,,4,) ein ausgezeichneter Abbildungskörper. Denn da 7, 
und /, in bezug auf D, übereinstimmen, gibt es eine Permutation des 
aus den in bezug auf K normalen Körpern K(y,) und K(y,) zusammen- 
gesetzten Körpers K(y,, ys), die, nach dem in 5. bewiesenen Hülissatze, 
ein Multiplum von 7, und /, ist und den Körper K(y,,ys) in K(A,, 4.) 
überführt. Usw. 

b) Sind zwei ausgezeichnete Abbildungskörper L, und L, die Bilder 
von einem und demselben Abschnitte von W, so stimmen sie überein. Ist « 
die erste Größe aus W, deren Bilder nicht übereinstimmen, so muß es 
ein erstes y, geben, von der Art, daß y„„<e<y,; ist*. Es ıst 
nämlich „, das erste derjenigen y,, für welche « im Körper K,,(y,) ent- 
halten ist. Dann sind die Abbildungen 2, von K, in beiden Körpern 
noch dieselben. Es stimmen folglich die 4, für Z, und L, überein, folglich 
auch die Permutationen /',, da sie nach der Definition der ausgezeichneten 
Abbildungskörper, lediglich durch 4, bestimmt sind. Nun ist, nach dem 
in 5. bewiesenen Hülissatz, die Permutation (2,,, des aus den in bezug 
auf X normalen Körpern K, und Ä(y,) zusammengesetzten Körpers K,;ı 
durch £2, und 7‘, eindeutig bestimmt. Die Größe « befindet sich aber 
im Körper X; wird folglich in beiden Körpern Z, und Z, ein und 
dasselbe Bild haben, das ihr durch 2,,, zugeordnet ist. 

c\) Sind zwei beliebige ausgezeichnete Abbildungskörper gegeben, so 
sind sie entweder identisch, oder einer von ihnen ist ein Abschnitt des andern. 
Bilden beide Körper denselben Abschnitt von W ab, so sind sie nach dem 
unter b) bewiesenen, identisch. Ist aber der durch den ersten Körper 


*) Vgl. Steinitz, a. a. O., S. 277, Satz 9. 
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abgebildete Abschnitt von W ein echter Teil des durch den zweiten 
Körper abgebildeten, so besitzt der zweite Körper einen Unterkörper, der 
ein ausgezeichneter Abbildungskörper ist und denselben Abschnitt von W 
abbildet wie der erste, folglich mit dem ersten Körper identisch ist. 

d) Die Gesamtheit M aller Größen, die in irgendwelchen ausgezeichneten 
Abbildungskörpern enthalten sind, bildet einen ausgezeichneten Abbildungs- 
körper, wenn man diese Größen ebenso ordnet wie in den verschiedenen 
ausgezeichneten Abbildungskörpern, in welchen sie enthalten sind, was 
auf Grund der Eigenschaft ec) immer möglich ist. Denn M enthält die 
Bilder der Abschnitte von W, die in irgendeinem ausgezeichneten Abbil- 
dungskörper enthalten sind, die folglich in ihrer Gesamtheit einen Abschnitt 
von W bilden. Diese Abbildung ist eine Permutation, denn jedes endliche 
System der Größen aus M ist in einem ausgezeichneten Abbildungskörper 
enthalten, der die letzte Größe des Systems enthält. M wird also ein 
Abbildungskörper sein. Enthält endlich M das Bild irgendeines y,, so 
muß für M 7” mit 7‘, übereinstimmen, da sowohl das Bild von X, 
auch das von Ä(y,) in irgendeinem ausgezeichneten Abbildungskörper 
enthalten ist. M ist folglich ein ausgezeichneter Abbildungskörper. 

e) M enthält Bilder aller Größen von W inM, die Abbildung von W bildet 
folglich wirklich eine die Permutation y enthaltende Permutation w des Körpers 
W=U. 

Ist Öd die erste Größe aus W, die nicht in M abgebildet ist, so 
muß Öd eines der y sein, denn wäre y„„,<0d<<y,;., so würde d in Ku, 
enthalten sein, folglich in der Abbildung von X,,, in M abgebildet werden 
(denn da alle vor d gehende Größen ihre Bilder in M haben, so muß in 
M der ganze Körper K, und die Größe y,, folglich auch, weil M ein 
Körper ist, der Körper Ä,,,, abgebildet werden). Ist d' gleich y,, so bilden 


/w 

wir die zu 4, gehörige Permutation 7”, von K(y,). Dann stimmt 7’, mit 
2, in bezug auf D, überein. Dem in 5. bewiesenen Hülfssatze zufolge 
gibt es eine Permutation des aus den in bezug auf Ä normalen Körpern 
K, und K(y,) zusammengesetzten Körpers Ä,,;,, die 2, und I”, zu den 
auf X, und K(y,) bezüglichen Resten hat. Werden die Größen des Ab- 
bildungskörpers M’, in welchen Ä,,,., durch diese Permutation übergeführt 
wird, ebenso geordnet wie die entsprechenden Größen in W, so müßte M 


nur ein Abschnitt des ausgezeichneten Abbildungskörpers M’ sein, was der 


als 
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Annahme widerspricht, daß M alle in irgendeinem ausgezeichneten Abbil- 
dungskörper vorkommenden Größen enthält. Es muß folglich auch Öd in 
M enthalten sein. Damit ist unser Hauptsatz vollständig bewiesen. 

8. Folgerungen aus dem Hauptsatze. Es sei U eine beliebige un- 
endliche algebraische Erweiterung erster Art, ZL ein in bezug auf X 
'endlicher Unterkörper von U. Es sei ’ eine der Permutationen von Z, 
‘die Multipla von p sind. Ich betrachte nun die Normen der Körper L 
und U in bezug auf K und bezeichne diese Normen durch L bzw. U. Dann 
ist U eine normale Erweiterung von L. Bezeichnet 9 irgendeine Permu- 
tation von L, die p’ zu dem auf L bezüglichen Reste hat, so besitzt U 
eine Permutation, die ein Multiplum von 9 ist. Es besitzt dann U eine 
Permutation, die ein Multiplum von %’ ist. Der Körper U besitzt also 
wenigstens so viele verschiedene Permutationen, welche Multipla von 
sind, wie es verschiedene Permutationen 9’ gibt. Die Anzahl der ver- 
schiedenen Permutationen 9’, die p enthalten, ist aber dem Grade von L 
in bezug auf X gleich. Und da der Körper U die Unterkörper von be- 
liebig hohem endlichem Grade in bezug auf K besitzt, so folgt, daß es 
unendlich viele Permutationen des Körpers U gibt, die p enthalten *). 

Um uns nun von den beschränkenden Voraussetzungen über den 
Körper U zu befreien, beweisen wir erstens den folgenden Hülfssatz. Ist 
L eine algebraische Erweiterung zweiter Art des Körpers K und besüzt K die 
Permutation p, so besitzt L eine und nur eine Permutation w, die y enthält. 
Jede Größe d‘ aus Z genügt einer Gleichung 

(1.) e=y, 
wo y dem Körper K angehört. Führt y din d’, y in y’ über, so müssen 
die Größen Ö’ und y’ der Gleichung genügen 

(2.) gr y. 

Hier ist d” durch y’ vollkommen bestimmt**. Und da y’ gleich 





*) Vgl. Dedekind, Permutationen des Körpers aller algebraischen Zahlen, S.9—11. 
Wir werden im folgenden diesen Satz nur für den Fall zu benutzen haben, wo U aus K 
durch Adjunktion einer abzählbaren Menge von Größen entsteht. Schon für diesen 
Fall hat die Menge aller gesuchten Permutationen, wie sehr leicht zu zeigen ist, die 
Mächtigkeit des Kontinuums. 

**) Denn die Gleichung x’ — y' hat in einem Körper mit der Charakteristik 9 
nur eine Wurzel. Sie kann nämlich in der Form geschrieben werden: a — y' = ar — 0'r 
- (IP = 0. 
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p(y) ist, so kann es nur eine Permutation y geben, die p enthält. 
Ordnen wir aber jeder Größe Öd die durch (1.) und (2.) bestimmte d’ zu, 
so bekommen wir in der Tat eine Permutation. Denn wenn d und d, 
den Gleichungen genügen 

=}, y, Je Y; 
so sind d” und Jd, durch die Gleichungen bestimmt 


"on, "= Yplyı). 


Dann genügen d + d,, dd den folgenden Gleichungen, wo durch £ 


a 
und ß, die Größen A, = yl" ”, A=yP"'”” bezeichnet sind: 


„fh 
3) EN" Rh: Br () - 


die letzte natürlich für $, +0. Dementsprechend genügen d’ + d\, n,° ji 


den Gleichungen (wo ß’, ß} die Größen bezeichnen (p(y))” Bi y(7) "ac | 
’ \7 N ’ A)} ZT, 1 0 ö Pr 
4) te te = 
Nun gilt aber 
5) BEN HBE: FIR =). 
Aus (3.), (4.), (5.) ergibt sich also 
= lc el). 


Damit wird der Hülfssatz bewiesen sein, wenn wir bike zeigen, daß es 


ö 


gleichgültig ist, welche von den verschiedenen Gleichungen von der Art 
ar — 


=y, 
denen Öd in K genügt, wir für die Bestimmung von d’ zu Grunde legen. 
Sind zwei solche Gleichungen 

W)e=,; A)d=7 (d>h 
und bezeichnen wir zur Abkürzung f— f, durch e, so folgt aus (II.) 
dr = y? 
und daraus auf Grund von (I.) 
ven PN) = lH)". 
Die beiden zur Bestimmung von Öd’ dienenden Gleichungen 
(T.) = yy); (I) 9 = plyı) 

sind daher äquivalent, wie aus 


er ply)= 0 (plz) 
ersichtlich ist *). 


*, Auch dieser Satz ist in der Steinitzschen Arbeit enthalten. A.a.0.,S.283, Satzb. 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 4. 35 
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Es sei zweitens L eine rein transzendente Erweiterung von K, 
welche aus K durch Adjunktion eines Systems von untereinander in bezug 
auf K algebraisch unabhängigen Elementen «& hervorgeht. Dann ist jede 
Größe des Körpers Z durch eine endliche Anzahl der « rational mit 
Koeffizienten aus ÄX ausdrückbar, und zwar auf eine einzige Weise, wie 
aus der Unabhängigkeit der « folgt. Machen wir jetzt in den Koefii- 
zienten dieser Darstellung irgendeine Permutation y des Körpers K, so 
erhalten wir eine Permutation des Körpers ZL, die enthält, wenn nur 
die « auch in bezug auf den Körper p(K) unabhängig bleiben. Dies 
wird immer der Fall sein, wenn der Körper K durch die Permutation 
in sich selbst übergeführt wird*). Es sei nun 9 eine Permutation des 
Körpers X, die K in sich selbst überführt, Z eine ganz beliebige Er- 
weiterung des Körpers K. Dann kann, nach den in 1. angeführten Steinitz- 
schen Sätzen, die Erweiterung Z in drei Schritten ausgeführt werden. 
Mit dem ersten machen wir eine rein transzendente Erweiterung von K 
zu einem Körper ZL,. Mit dem zweiten Schritte adjungieren wir zu Z, alle 
in Z enthaltenen in bezug auf Z, algebraischen Größen erster Art. Wir gelangen 
dann zu einem Körper Z,, in bezug auf welchen L ein Wurzelkörper sein 
wird. Dann gibt es,. nach den eben bewiesenen Sätzen, eine Permutation 
des Körpers Z,, dann von Z, und endlich des Körpers Z, die p enthält. 

Wir wenden diese Resultate auf den Fall des Körpers aller reellen 
Zahlen, den wir durch X bezeichnen wollen, an. 

Es sei R(y) ein endlicher Körper über dem Körper R aller 
rationalen Zahlen, irgendeine Permutation dieses Körpers. Ist dann 
K irgendeine in bezug auf R normale und endliche Erweiterung des 
Körpers R, die in sich R(y) enthält, so besitzt, den eben abgeleiteten 
Sätzen zufolge, jede Permutation von K ein auf X bezügliches Multiplum. 
Ist der Relativgrad von K in bezug auf R(y) gleich », so gibt es genau 
n Permutationen von Ä, die Multipla von y sind. Es gibt daher wenigstens 
n verschiedene Permutationen von X, die enthalten. Da aber n beliebig 


*) Das wird, wie nicht schwer zu zeigen ist, auch für solche Körper K der 
Fall sein, die eine algebraische Erweiterung eines Körpers M darstellen, welcher durch 
den auf ihn bezüglichen Rest von y in sich selbst übergeht. Auf die genauere Unter- 
suchung der Permutationen @, die diese Eigenschaft nicht besitzen, gehen wir nicht 
ein. Vgl. Steinitz, a. a. O., S. 307—-308. 


Te 
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groß gewählt werden kann, so gibt es unendlich viele Permutationen von 
X, die Vielfache von p sind. Nimmt man z. B. Y2 für die Größe y, so 
gibt es also unendlich viele Permutationen des Körpers aller reellen Zahlen, 
die + Y2 in —V2 überführen. Damit ist eine von Herrn Dedekind im 
Jahre 1900 gestellte Frage nach der Existenz gewisser Permutationen des 
Körpers aller reellen Zahlen beantwortet*). 


8 3. 


Nunmehr wenden wir uns zum eigentlichen Gegenstande dieser 
Arbeit, zu der Untersuchung der algebraisch abgeschlossenen Erweiterungen 
der perfekten Körper. Wir beweisen zunächst drei Hülfssätze. 

1. Endliche Erweiterungen erster Art. Jede endliche Erweiterung 
erster Art eines perfekten Körpers ıst perfekt. Es seien die Glieder einer 
Fundamentalreihe 


(1.) 91; Qg, +++ Ins ++» (n=1,2,...) 
einer endlichen Erweiterung Z des Körpers K durch die Basis ausgedrückt: 
(2.) 4=ıe+ b;& + +++ dem; 


wo a,b, ...d;, Größen des Körpers K sind, e,,&,...e„ aber die in bezug 
auf den Körper K linear unabhängigen Basiselemente des Körpers L be- 
zeichnen. Dann, behaupte ich, sind auch die Reihen 


(3.) a il u de a 
Fundamentalreihen. Ersetzen wir nämlich die g durch ihre in bezug auf 
K konjugierten Größen gq®”, so hat g,, — q’ dieselbe Bewertung, wie 


Qu+» — 9%, da diese Differenz derselben in X irreduziblen Gleichung ge- 
nügt. Es können daher die Größen 

Into — I (P>0) &=0,1,..) 
mit wachsendem » beliebig klein gemacht werden. Ich betrachte nun die 
zu der Matrix 


e1; 3, Em 
[4 [4 3 
e e5, Em 
(1.) 
a em), Tr em) 


reziproke Matrix 





*) Dedekind, Über die Permutationen des Körpers usw. 


35* 
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f (m—1) 
€, , &, . ..»+. € 

’ (m—1) 
Easy Egy «oo. 8 


(I.) 


, (m—1) 
PR PN 


wo jedes &f’ der algebraischen Adjungierten des Elementes e® dividiert 
durch die Determinante / der Matrix (I.) gleich ist. Die Determinante 
A ist von O0 verschieden. Wir können z. B. für die e, die Potenzen eines 
primitiven Elementes des Körpers ZL wählen. Dann ist das Quadrat der 
Determinante 7 der Diskriminante einer in X irreduziblen Gleichung gleich, 
also von O0 verschieden, da Z von der ersten Art ist. Ist jetzt & eine 


beliebig kleine positive Zahl, so wähle ich N so groß, daß die Ungleichungen 
erfüllt sind: 


rl <e n>N, p>V0. 
Dann sind zugleich die Ungleichungen erfüllt: 
| nn, — 9 | <E, n>N. (k=1,2,...m—ı) 
Nun folgen aus den Gleichungen 
k=m—1 k=m—1 


IE = (ann — an)5 ee. 8 (Gin — Em = (dnrn — du) 

die Ungleichungen 

rl <eZi n al<e Zi), sl Al<e Zen] 
welche aussagen, daß die Folgen (3.) Fundamentalreihen sind. Da der 
Körper X nach der Voraussetzung perfekt ist, so besitzen die Reihen (3.) 
die im Körper K enthaltenen Grenzwerte, die wir durch A,B,...D be- 
zeichnen. Dann besitzt aber die Fundamentalreihe (1.) auf Grund der 
Darstellung (2.) den Limes 

Ae +Be&g-+ :--+ De,; 


w.z.b. w. Dieser Beweis läßt sich nicht auf die endlichen Erweiterungen 
zweiter Art ausdehnen. Einen anderen Beweis dieses Satzes, welcher für 
beliebige endliche Erweiterungen gilt, werde ich in einer späteren Ab- 
handlung mitteilen. Wir werden übrigens diesen Satz nur für die endlichen 
Erweiterungen erster Art zu benutzen haben. 

2. Unendliche algebraische Erweiterungen erster Art. Jede unendliche 
algebraische Erweiterung L von der ersten Art eines perfekten Körpers K 
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ıst nicht perfekt. Um dies zu zeigen, brauchen wir nur eine Fundamental- 
reihe aufzustellen, deren Elemente in ZL sich befinden, die aber in Z 
keinen Limes besitz. Zu dem Zwecke bezeichnen wir durch a irgend- 
eine Größe aus X, die der Ungleichung genügt: 
(1.) <a <1. 
Es gibt immer in X eine solche Größe. Denn es gibt ın X eine Größe, 
deren Bewertung von 0 und 1 verschieden ist. Entweder diese Größe 
oder ihre reziproke kann für «a genommen werden. Es sei weiter 
(2.) ee ann 
eine abzählbare Menge der Größen aus Z, die nicht alle zugleich in einem 
in bezug auf K endlichen Körper enthalten sein sollen. Der kleinste 
Körper zwischen K und M, der alle « enthält ist folglich unendlich in 
bezug auf K, besitzt also unendlich viele Permutationen, die X in Ruhe 
lassen. Wir bezeichnen diesen Körper durch %. Nunmehr bilde ich 
die Reihe: 
(3.) S=ate, +a®a,+ + 
wo /, noch zu bestimmende ganze positive Zahlen bedeuten. Wir wollen 
nun zeigen, daß durch eine geeignete Wahl der $ den folgenden Forde- 
rungen genügt werden kann: 
a) Die Reihe (3.) soll konvergieren. 
b) Die Werte, die der Ausdruck S erhält, wenn man auf die Größen 
a alle verschiedenen Permutationen des Körpers N, die X in Ruhe lassen, 
wirken läßt, sollen alle voneinander und von S verschieden sein*). 
Wir betrachten irgendeine konvergente Reihe positiver Zahlen m: 
(4.) mtm+'+=M 
und bestimmen irgendwelche positiven ganzen Zahlen //,k den Un- 
gleichungen gemäß: 


1. 1188 Ä ’ 1 
(5.) (I.) la |? 1 <m; (IL) a "<;yp 


was immer geschehen kann, wegen |a| <1. Außerdem ordnen wir jeder 
Größe «, die positiven Zahlen /, und d, folgendermaßen zu. Jede Größe 
@; ist algebraisch und von der ersten Art in bezug auf K. Sind die 
untereinander und von «, verschiedenen Konjugierten von «, in bezug auf K: 





*) Die Existenz eines Körpers, in welchem alle diese Reihen einen Limes 
besitzen, ist ja durch den Satz des Herrn Kürschäk gesichert. 











td 
=] 
O0 
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’ „ (r;—1) 
On Minen. 0, * ’ 


so sind die Zahlen 
\a- |, IP—aPp|  anennun-n2e 

sämtlich von 0 verschieden und nur in endlicher Anzahl vorhanden. Die 
kleinste unter diesen Zahlen bezeichnen wir durch 4, und wählen dann 
die ganze positive Zahl d, irgendwie der Ungleichung gemäß 

(6.) \alt<4,. 
Und nun wählen wir sukzessive irgendwelche positiven ganzen Zahlen /,;, 
die nur den Ungleichungen genügen sollen: 


(7.) BR >RAtk+dı,+ ZB, f 
Dann genügt, behaupten wir, die Reihe (3.) den beiden Bedingungen a) und b). 
Aus (7.) folgt, da k, d, und ? sämtlich positiv sind, 

A>Pi; 

also, auf Grund der Ungleichung (5.) I, 

(8.) all) <m, 
und daraus folgt, daß die Reihe (3.) bei dieser Wahl der  konvergiert, 
weil, wie aus (8.) sich ergibt, 


f Pe. i p=q4 
| Ay "4? Onyp || <= Mu+p 
p= p= 


. . p=qg . [} 4 
ist, die Summe $ m,;, sich aber mit wachsendem n, wegen der Konver- 
p=1 


genz der Reihe Em, der Grenze O0 nähert. Es seien jetzt 9, und %, 


i=1 
zwei voneinander verschiedene Permutationen des Körpers %, die X in 
Ruhe lassen. Diese Permutationen führen den Ausdruck (3.) in die fol- 
genden über: 
(3’.) Sad tat; ++, 
(3”.) S,= aa) +a®ay +». 
Die Größen «,, «;, «/ genügen einer und derselben in X irreduziblen 
Gleichung, haben folglich dieselbe Bewertung. Dasselbe gilt für die Summen 


v. ,; , Pr, pr 
Eu "IP Ontp ® "7 On4p = "Pan 


und die Reihen (3’.) und (3’.) konvergieren folglich auch. Wir zeigen 
endlich, daß die Limes der Reihen (3°,) und (3”.) in den Körpern, in 





1s 


—. 
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welchen sie existieren, voneinander verschiedene Werte besitzen. Die kon- 
vergente Reihe 

Ss —,=D=alei -— a) Hark — ad) + 
hat nämlich einen von O0 verschiedenen Grenzwert. Um dies zu zeigen, 
bezeichnen wir durch f, die erste der Größen /, für welche «’ und « 
voneinander verschieden sind. — Es kann nicht für alle © gelten 


14 
e 


Fr. 
cn ; 


denn dann bewirken %, und g, dieselbe Permutation der «, sind also nicht 
voneinander verschiedene Permutationen, da N aus Ä eben durch Adjunktion 
aller « hervorgeht. — Dann gilt die Ungleichung: 


0) DI > aan) )- [Fate )+ Zara]. 
Nun folgt aus den Ungleichungen (7.), da k und d, positiv sind, daß 
3 arte, |< |\a Arte aPrtia!,, 
ist, Aus (5.) I und (4.) folgt aber 
Z lat. | <M, 


i=1 


also muß nach (5.) II 


(10.)1I 5 \afe+ia/ 


|} | Bet Se || 
I 


i=» r M n 
sein. Für die Summe 8 |a’ti«//, bekommen wir ebenso dieselbe Ab- 


i=1 
schätzung 


[Er >) L | 
(10.) II 3 ||aftial,, | < Allafet?e|. 


el 
Für \a’(e/—e/)| ergibt sich endlich, da nach (6.) 
le’ — o/|| > 4,> ||a® | 
ist, die Abschätzung: 
(10.) III |a’ (a) — a’)|| > |a%** ||. 
Setzen wir (10.) I, II, III in (9.) ein, so ergibt sich die Ungleichung: 
|DI>o, 
die das Nichtverschwinden der Reihen D beweist. Jetzt sind wir im 





Stande zu beweisen, daß 8 nicht einmal algebraisch in bezug auf X ist, 
also sicher nicht in Z enthalten ist. Nehmen wir an, die Größe S genüge 
einer Gleichung von endlichem Grade n mit Koeffizienten aus Ä 

(11.) B(S)=0. 
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Die Größe $ ist der Limes der Fundamentalreihe 
Og, Ogs ri, 
wo 0, die «-te Teilsumme der Reihe (3.) bedeutet. Wir haben daher 
&$ (lım o,) = 0, 


i=o 


oder 
also auch Yön 
(12.) lm|&(o)\=0. 


Ist nun irgendeine Permutation des Körpers Z, deren auf N bezüg- 
licher Rest nicht identische Permutation ist, so führt p 8,0, in 8°, o/ über. 
5’ ıst von S verschieden, nach dem eben bewiesenen. Da die o, in bezug 
auf K algebraisch sind, so gilt dasselbe von #(o,), und D(o;) genügt der- 
selben in K irreduziblen Gleichung wie &(0,), besitzt daher dieselbe Be- 
wertung wie &(o,). Aus 
|B)]| = |(o)| 
folgt aber nach (12.) 
lim | (o;) | = 0 
oder I 
lim &(0;) = 0, 
also = 
P (lim o;) = 0 
und endlich Se | 
P(S)=0. 

Jede Größe, in welche S durch die Anwendung irgendeiner Per- 
mutation von N übergeführt wird, genügt also derselben in X irreduziblen 
Gleichung wie $S. Es gibt aber, nach dem eben bewiesenen, unendlich 
viele solche Größen, die alle untereinander verschieden sind. Die Gleichung, 
welcher $S ın K genügt, muß also unendlich viele untereinander verschie- 
dene Wurzeln in einer geeigneten Erweiterung von K. besitzen. Das ist 
aber unmöglich. Die Größe S kann folglich nicht algebraisch sein. — 
Daß ein solcher Erweiterungskörper, in welchem alle betrachteten Funda- 
mentalreihen einen Limes besitzen, jedenfalls existiert, geht aus der Unter- 
suchung des Herrn Kürschak unmittelbar hervor. Denn ein solcher Körper 
ist z. B. der derivierte Körper der kleinsten algebraisch abgeschlossenen 


Erweiterung von K. 
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3. Es sei M die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung des 
perfekten Körpers K, N der Körper, der aus K durch Adjunktion aller in 
M enthaltenen Elemente von der ersten Art in bezug auf K entsteht. Ist der 
Körper N endlich in bezug auf K, so ist auch der Körper M endlich und 
fällt mit R zusammen, enthält also nur die Größen von der ersten Art in bezug 
auf K. Ist folglich die kleinste algebraisch abgeschlossene Eweiterung des 
Körpers K unendlich in bezug auf K, so gibt es immer eine in bezug auf K 
unendliche algebraische Erweiterung erster Art. — Beweis. Es sei die Charak- 
teristik des Körpers Ä gleich p. Ist « eine Größe aus M von der zweiten Art 
in bezug auf X, ist sie also nicht in K enthalten, so kann sie auch nicht 
in X enthalten sein. Denn durch Adjunktion der Größen von der ersten 
Art entsteht, nach einem Satze von Steinitz*), eine algebraische Erweı- 
terung von der ersten Art, die also keine Elemente von der zweiten Art 
enthalten kann. Die Größe « genügt einer Gleichung von der Gestalt 

a"=Q, 

wo Q eine Größe des Körpers K ist. Zeigen wir aber, daß im Körper N, 
falls er endlich in bezug auf Ä ist, die Ausziehung der p-ten Wurzeln 
unbeschränkt möglich ist, so wird daraus folgen, daß « in %, also schon 
in X sich befindet. Um diesen Beweis zu führen, benutze ich die Tat- 
sache, daß % als eine endliche Erweiterung von der ersten Art eines 
perfekten Körpers auch perfekt sein muß (nach 1.). Jede Gleichung mit 
Koeffizienten aus N mit nicht verschwindender Diskriminante. besitzt in N 
nach der Definition dieses Körpers eine Wurzel. Um nun die Gleichung 

(1.) = Q 
aufzulösen, wählen wir im Körper K irgendeine Größe a, für welche 
0<-||a| <1 ist, und betrachten die Gleichungen: 

(2.) B(2)= + —Q=0. (=1,2,... 
Die Diskriminante jeder dieser Gleichungen verschwindet nicht, denn sonst 
müßte die Ableitung von «+ «'z—Q, d.h. a‘, einen von x abhängigen 
Faktor besitzen. Jedes &,(x) hat folglich in N eine Wurzel «,**). Wir 
werden jetzt die Folge betrachten 


(3.) en Re "Türdiipe (d=1,2,...) 





*) Steinitz, a. a. O., S. 235. Satz 8. 
**) Sie besitzt natürlich 9 Nullstellen, für das folgende ist es aber völlig belang- 


los, welche von diesen Wurzeln für & genommen wird. 
Journal für Mathematik. Bd. 143. Heft 4. 36 
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und nachweisen, daß diese Folge eine Fundamentalreihe ist und daß der 
in X enthaltene Limes dieser Fundamentalreihe eine Wurzel der Gleichung (1.) 
ist. Um zuerst zu zeigen, daß (3.) eine Fundamentalreihe ist, leiten wir 
eine Abschätzung her für die Bewertung der Differenz: 


On+s Op: 
Aus der Gleichung 
e+adc—Q=0 
folgt 
I<lQl+ Tale. 

Bezeichnen wir |Q@| und |la|| durch g und c, so folgt, daß |x|| nicht 
größer ist als die größte Wurzel der Gleichung 

(4.) Yr—eY—-g=0, 
die natürlich im Bereiche aller reellen Zahlen betrachtet wird. Die Zahlen 
c und g sind positiv. Die größte Wurzel von (4.) ist aber, falls « groß 


IR 
genug genommen ist, kleiner als 2/g, da die Ungleichung 
2 — 2 —q>0 
für hinreichend große Werte von © (da 0<c<<l1l ist) durch alle 2 er- 


Pi 
füllt ist, die größer als 2/g sind. Wir bekommen also für alle ©, die 
größer sind als eine gewisse ganze Zahl N,, die Abschätzung: 


p 
(5.) I <2Vg. 
Jetzt subtrahieren wir die Gleichungen: 
6) I) +", —Q9=0; (U)da,+a’n.,—-Q9=0 «>o 
voneinander. Aus der Gleichung 
(a E% O+s) + a" (0, — «a Oyn+s) = (0 


folgt, da K die Charakteristik p hat, die Formel 


(@, On+s)” ae a” (a, erh @ lln+5); 
oder, wenn wir zu den Bewertungen übergehen und dabei die Ungleichungen 
o<jel<ı, Immer im| > 
berücksichtigen: 
Ion — an 1 <a] Illans. | + Jen]. 


Wählen wir jetzt n größer als N,, so > sich aus (5.) 


||&n — @n+.| <arQ]. jaj. 


Für jede beliebig kleine positive Zahl e kann man nun eine solche Zahl N 
finden, daß 





hy 
PR 


a Ba a a ie De 
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N 
Tr, € 
la]? < —— 
via 
sein wird. Dann gilt für jede Zahl n, die größer als die größere der 
Zahlen N, und N ist, die Ungleichung: 


In — Any, | <E, >09 
die die Konvergenz der Folge (3.) beweist. Wir bezeichnen den in NR 
enthaltenen (da ja %, wie schon bemerkt, perfekt ist) Limes dieser Folge 


durch A, Dann erhält man: 
AP — Q = (lim «,)? — Q = lim (ae? — Q); 


0, genügt aber der Gleichung 
aA+ de, —Q=0, 
aus welcher folgt 
‚A—Q =lim| —ae,. 


i=0 


Daraus folgt weiter nach (5.) 
ar Q]]= lim |lal*-||a,) <2V]Q] lim ja). 

Es ist aber lim |a\'=0, da ja) <1 ist, also, da die Bewertungen nicht 
negativ sein können, 

|AP’—Q|= 0 
oder 

=. 

Damit ist auch dieser Hülfssatz vollständig bewiesen. 

4. Die algebraisch abgeschlossenen Erweiterungen der perfekten bewer- 
teten Körper. Es sei M die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung 
des perfekten Körpers X. Ist M unendlich in bezug auf K, so besitzt M, 
nach dem in 3. bewiesenen Hülissatze, einen Unterkörper N, der in bezug 
auf X unendlich und von der ersten Art ist. Dann kann man, nach dem 
zweiten Hülfssatze in 2. in N eine Fundamentalreihe konstruieren, deren 
Limes nicht algebraisch in bezug auf X, also auch nicht in M enthalten 
sein kann. Dann ist folglich der Körper M nicht perfekt. Ist dagegen 
M endlich in bezug auf K, so ist nach dem dritten Hülfssatze, eine 
endliche Erweiterung erster Art des Körpers K, also, nach dem ersten 
Hülfssatze, auch perfekt. Damit haben wir das Hauptergebnis dieser 


Untersuchung gewonnen: 


36* 
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„Die kleinste algebraisch abgeschlossene Erweiterung eines perfekten 
Körpers ist dann und nur dann perfekt, wenn sie endlich in bezug auf diesen 
Körper ist.“ 

Zum Schlusse erfülle ich die angenehme Pflicht, meinem hochver- 
ehrten Lehrer, Herrn Geheimrat Hensel, dem ich die Anregung zu dieser 
Arbeit verdanke, für das grosse Interesse, das er meiner Untersuchung 
entgegengebracht hat, meinen aufrichtigsten Dank auszusprechen. 
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Anwendung der Integralgleichungen auf eine 
thermoelastische Aufgabe. 


Von Herrn Lothar Koschmieder in Liegnitz. 


Die Theorie der Wärmeleitung nach Fourier sieht die gegenseitigen 
Entfernungen der Moleküle des Wärmeleiters als unveränderlich an; die 
elastischen Verrückungen der Moleküle bei dem Vorgange der Wärmeleitung 
haben Duhamel*) und Franz Neumann**) berücksichtigt. 

So wie die lineare Wärmeleitung nach Fourier das einfachste physi- 
kalische Beispiel für homogene Integralgleichungen mit symmetrischem Kern 
liefert, so hat man in dem linearen Duhamelschen Problem wohl den nächst- 
liegenden physikalisch interessanten Fall einer homogenen Integralgleichung 
mit unsymmetrischem Kern vor sich, bei welchem eine Entwicklung will- 
kürlicher Funktionen gefordert wird. Probleme der erstgenannten Art be- 
handelt der erste Abschnitt des Werkes von Kneser, ‚Die Integralgleichungen 
und ihre Anwendung in der mathematischen Physik‘“***); für unsymme- 
trische Kerne ist die Entwicklung willkürlicher Funktionen außer in den 
Arbeiten von Hilb*) und Haupt?!) noch in keinem einfachen physikalischen 
Beispiel durchgeführt, was hiermit im folgenden geschieht. 

Aus den von Duhamel‘'*) angegebenen allgemeinen Gleichungen 





*) Me&m. pres. & l’Acad. de Paris T. V (1838) p. 440; Journal de l’&cole poly- 
technique T. XV, Cah. 25. 
**) Vorlesungen über die Theorie der Elastizität (1885), S. 107 ft. 
***), Braunschweig 1911. 
7) Math. Annalen Bd. 71 und dieses Journal Bd. 140. 
tt) Sitzungsber. der Kgl. Bayerischen Akad., Math.-phys. Klasse, 4. Mai 1912. 
tt) a.a.0., p. 31f, 
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folgen für einen linearen Leiter von der Länge Eins, dessen Enden auf 
der konstanten Temperatur Null gehalten werden, wenn ein äußerer Druck 
nicht vorhanden ist, die Differentialgleichungen 


oV „09V _p o®u 


1.) rrä = re 
oV „du 
(2.) Er ihr 7 Ze 
mit den Randbedingungen 
(3.) 97:0, 
ou |%1 
(4.) Er =(0; 


hierin bedeutet x den Abstand vom Endpunkte 0 des Stabes, t die Zeit, 
V die Temperatur, « die elastische Verrückung, «a?, b*,c* sind Konstanten. 
Partikuläre Lösungen des Problems sind, wenn C, eine Konstante bedeutet, 


nz ann? | 
(5.) V„=(C,e "+ nnedsinnne, 
acen?’n? 


(6.) w„=(, e #+° (]-cos NE). 


Hierbei ist die in dem Raumfaktor von u, auftretende additive Konstante, 


(n=1,2,3,...) 


die willkürlich bleibt, weil die Randbedingungen nur die Ableitung 2 


enthalten, so bestimmt, daß der Koordinatenanfangspunkt fest ist (diese 
Verfügung trifft auch Duhamel). 

Ein vorgeschriebener Anfangszustand 

(7.) V'-=M(@), u‘""=N(e) 
fordert die Entwicklung einer willkürlichen Funktion sowohl nach den 
Raumfaktoren von V, 

(8.) X, (2)= O,nnc* sinnnz 
als auch nach denen von u, 

(9.) X„(z) = C,(1— cosnne). 

Die Möglichkeit solcher Entwicklungen liegt auf der Hand, weil es 
sich um einfache Fouriersche Reihen handelt, aber die Entwicklung nach 
den Funktionen (9.) hat dadurch Interesse, daß sie zusammen mit einer 
leicht zu bildenden Reihe anderer Funktionen ein Biorthogonalsystem 
bilden, während die Funktionen (8.) einem Orthogonalsystem angehören. 
Aus der für die X,(xz) geltenden Differentialgleichung 
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(10.) ee Er Wann 
ergibt sich ihre Integrodifferentialgleichung 
1 
(11.) ee 41,(%,— / X,dz)=0. 
0 


Durch Greensche Kombination mit der Gleichung für eine andere Eigen- 
funktion X, findet man die Eigenschaft der Biorthogonalität 





(12.) SxXu|X,—/ X.dz|az=0, m+n. 
Die zu X,(«) ad; ungierte Funktion ist also 

(13.) X,„(x) = X) / A, («)de = — (,cosnne. 
Eine Greensche Funktion 6 (z, y) sei durch die Gleichungen 

(14.) res —1=0, 

(15.) 2 - a0 z er +1 





definiert; dann folgt aus (11.), (14.), (15.) 
(16.) X,(y)= u [6(2,9) — / 6, y)dz]dz + [ X,de. 
6 ö ö 
Die Greensche Funktion 





2 2 
Gay)="STt—-yt+h 2<y, 

(17.) 2 2 
Kay)= I -a+h, 2>y 





hat die Eigenschaft 
1 
E G(%,Y) dı=0, 
0 
also wird (16.) 
1 1 
(18) KyW=a/ Kl) G(myda+ [ Xu(a)dz. 
0 0 


Um hieraus eine homogene Integralgleichung zu gewinnen, suchen wir eine 
vom Index n unabhängige Funktion „Y(z) so zu bestimmen, daß 


(19.) S Xuta)dz = 1,/ X) yp(a)dz 
ist*). Es folgt 2 


*, Für diesen Hinweis bin ich Herrn Geheimrat Kneser, von dem ich die 
Anregung zu der vorliegenden Arbeit erhielt, zu Dank verpflichtet. 





“ 
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nn 5 = [pi )da— [ 46e) cosnnz de, 


und, wenn man sich Be in eine Kosinusreihe 
p(z) = Za, cosvnz 
entwickelt denkt, 
1 
n?n? zu. u z An; =2 (a, — 
Der Konvergenz der Reihe wegen setzen wir die willkürliche Konstante «a, 
gleich Null, dann wird 
1, 2 
(20.) 9a=-23 ur = -4+2-5, 
wenn wir die Summation . der Formel bei Äneser, a. a. 0.,$4 (5), 
ausführen. Nun wird aus (18.) die homogene Integralgleichung gewonnen 


(21.) X, / Xuta)K (a, y)dz, 








wenn 
G(2,y) +y(2)=K(a,y), 

also y? 
Ka,y)=2—-y+5, 2<Y 

(22.) y? 

K(x, y) = DL z>y 

ist. Wir stellen die Eigenschaften des unsymmetrischen Kernes K(z, y) 

zusammen: 

(23.) ad y) __ Bu et 5) he se; dK (z, ee 0, u 23 2 wi 

x a | dx |zuy+0 


| | =r—0 
# K(z,y)dx = 0, K(z,0)=0, — 2] 


Ivort0 


Kay) _], Kant __, Kay) _ dKlay)|r-!_ 
u u a 1 
1 
S Kt, ydy= y(e), 
z=y—0 z=(0 |z=1 
Te 





da? dt \zuyro da | ds | 
Aus (25.) und der Differentialgleichung der zu X, adjungierten Funk- 
tion (13.) folgt wegen 
[ X,de — 0 
0 


die transponierte Integralgleichung 
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(26.) X,(y)=4,/ Xu(@)K 


Für die quellenmäßige Funktion nach der Bezeichnung von KÄneser 
(Integralgleichungen, $ 2) sind zwei Ansätze möglich; der erste lautet: 





(27.) F(y)=/ Kia, y)H(a)de. 
Es ist 
dF(y) ur ) 
ee A} fa) 
BF) d - y) ‚4 ydK(a,y) 
ur = = J f(z) Fa. a, Fia) 
ak zuy—0 1 ) 2 
Sur u A fa x) dx --y+/ @a)da; 


setzt man also 


voraus, so ist die Differentialgleichung der quellenmäßigen Funktion 














Fl _ 

(28.) dp er My). 

Die quellenmäßige Funktion erfüllt die Randbedingungen 
u. „ 
(29.) F(0) > u 
Umgekehrt ergibt sich durch Kombination der beiden Differential- 
gleichungen 
dK(«, dD(x 
Ss y) > 0, n ui — (x), 


daß jede Funktion &(y), die selbst stetig ist, eine stetige erste und eine 
stückweise stetige zweite Ableitung RE u die Randbedingungen 


d dd 
20 


erfüllt, quellenmäßig darstellbar ist: 
B(y=/ Ka, ya) de 
Der zweite Ansatz für die quellenmäßige Funktion lautet 
(30.) 6(z) = f "Kl, y)aly)ay; 


durch zweimalige Differentiation findet man ihre Differentialgleichung 


= (0 
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(31.) ni = — g(a). 


Führt man die Bedingung 





Ssty)dy= 0 


ein, so erfüllt die Funktion (30.) die Randbedingungen 


dG@(z) | d@(e)) 
ae . u e 


Jede Funktion (x), die selbst stetig ist, eine stetige erste und 
eine stückweise stetige zweite Ableitung besitzt, ferner den Randbedingungen 


z=1 


=. 














day 0 ann 0 
d2| Aa 
und der Beziehung 
1 
f P(e)de= 
0 


genügt, ist quellenmäßig darstellbar, wie sich wiederum durch Kombina- 
tion der Gleichungen 
#K(z, y) 


gie (Y)» = gie 1 





ergibt. 
Es soll jetzt der lösende Kern /'(z, y), der den Gleichungen *) 
1 
T(z,y)=K(s,y)+4/ K(a,0)I’(a, y)de, 
(33.) er 
I(z,y)=K(a,y)+/ K(a,y)I’(a,«)da 
0 


genügt, bestimmt werden. Die Differentialgleichungen und Randbedingungen, 
die er erfüllt, gewinnen wir auf dieselbe Weise wie die entsprechenden 
Eigenschaften der quellenmäßigen Funktion. Wir finden dann als Eigen- 
schaften von I’(z,y) in bezug auf x 











EN Lara, y=0, S Tanda=0 
area, Men, Manl_.,, 
= 5 ö Re PR 
in bezug auf y 
(35.) ui FEN Ta, y)=1+ Sf (a, y)dy, 


Ark y) |v _ dla, y) 


Iv-1 go W@y) 
dy a 


» dy 


z=y—) 








1 
| F (x, y)dy=#0, 
0 


z=y-+0 





*) Vgl. z.B, Kneser, Integralgleichungen $ 49, 





TEL; 


> 


I 


si 


a 


a] 


de 
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Zur Bestimmung von /'genügen die Gleichungen (34.). Setzt man an: 
I'‘(z,y) = zus +acosVixz, z< y, 
T'(x, y)=bcos YA(l1—x), z>y 
mit noch zu bestimmenden Konstanten a und 5b, so ergibt sich aus der 


Stetigkeit der Resolvente und der Unstetigkeit ihrer Ableitung an der 
Stelle = y 





io cos VA — cos VA(1— y) &. 1 — cos VAy 














Vi sin VA 2  Nisinfi ’ 
mithin 
Vi(1— 2) — eos Viz cos VAL — 
run gm, uoy, 
(36.) 
1— cos VA = 
I'‘(x, y) = Tyco VA a), z>y. 


An den Ausdrücken (36.) sind die Eigenschaften (35.) leicht zu bestätigen. 
Man hat 
(37.) lim T'(xz, y) = K (x, y) 
im ganzen Grundgebiete. “ 
Um die Partialbruchzerlegung der Resolvente zu finden, fassen wir 
sie als Funktion der komplexen Variablen 


N=z 
auf und wenden die Formel 
1 sTWd _ on 1 
2 nv & uU—2 u—2z 


an, in der links über eine die Stelle z umfassende Kontur EC zu inte- 
grieren ist und rechts die Residuen aller im Innern der Kurve & liegenden 
Pole der links integrierten Funktion stehen; diese Pole sind die Stellen 
u=nn und w=z. Nun ist 








Res,_. = = I'(2), 
Res T() _ eosnnz(l—cosnrzy) 
“u=nn u—2z ig nn(nn — 2) ’ 
mithin ergibt sich 
: cosnnz(l—conny) 1 Tu) 
(38.) I (2, y) +2 . = meh ver / „u. 


Wählt man als Integrationskontur ein Rechteck mit Parallelen zu 
den Achsen als Seiten, von denen nur die vertikalen nicht durch die 
37° 





= 
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Pole unserer Funktion hindurchgehen dürfen, so ist leicht zu zeigen, daß 
bei wachsender Kontur das Integral in (38.) beliebig klein wird. Indem 
wir zunächst 

(39.) <y 
voraussetzen, finden wir 


[undu= Ps 5 —?r) du a du > _ 
g° 




















sin u u — 2? sin u u — sin % wW— 2° 
u u 
9 [cos ull— u en “cosu(z+y—1) du “cosulc—y+1) du 
us ww; "u re ya : 52 
sin u — x sin u w—2z sin u u —2 
u, uU 


wenn 4,, .. u, drei ee Se Rechtecksecken bezeichnen. Daß 
die Integrale längs der horizontalen Rechtecksseite beliebig klein werden, 
ergibt sich sofort, für das dritte folgt es mit Benutzung von (39.); für 
die vertikale Seite, auf der wir 

u=p+in 
setzen können, wo p konstant ist, sei der Beweis angedeutet. Es findet sich 


cos u(1—2)| <Coin(1—z)<Cojn, |sinul> Sinn, Milz 2 < e&gn. 


Nun wird zwar Ctgn für n= 0 unendlich groß, aber in der Nähe dieser 























Stelle ist | AD = z un beliebig wenig verschieden, einer 
endlichen Größe, da eigens 

p+kn, (k=0,+1,+2%,+3,...) 
angenommen wurde. Für die von n= 0 verschiedenen Stellen liefert die 


co8 u(l —2)|, 

i 

liegt mithin auf der ganzen vertikalen Seite unter einer festen endlichen 
%cosu(1—2) du 

sin u u? — 2? 


Ungleichung eine obere Schranke für dieser absolute Betrag 











Grenze, woraus dann sofort folgt, daß das Integral 3 


klein wird. Dasselbe ergibt sich für die andern Integrale. 
Ganz ebenso gestaltet sich der Nachweis für 2>y, so daß jetzt 
die Zerlegung der Resolvente im ganzen Grundgebiete hergestellt ist, 
1,0 —V2 cos nnz-V2(1— cos any) 


(40.) I (2,9) = m_ı 


Für $=0 ergibt sich die li Formel 


1,0 __ a; ‚o Y 
41) Kay)=Z- TUR EP cosnny) _ EC Ka) Ay) 

















1: 


l 


De 9 
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und zwar auch in der Form, wie man sie auf Grund des heuristischen 


Ansatzes ö 
K (2,9) = Za, X,(«) 
erwartet. Die Funktionen sind dabei so normiert, daß 


(42.) [ x, X,de=1 


ist, wobei sich C, = V2 findet. Die Richtigkeit der differenzierten bili- 
nearen Formel 





1,» V2sinnne- V2 (1— cos Nr) 








K'’(z,y)=1=2 7 << yY, 
(43.) Ruyia “ 

Kia) =0- 1,0 Y2 sin aid an nay) Mn 
läßt sich sofort mit Hülfe der Formeln für 5 ano nachweisen. 


Hieraus folgt die Möglichkeit der Darstellung willkürlicher Funk- 
tionen, und zwar auch für Funktionen, die mit ihren beiden ersten Ab- 
leitungen stückweise stetig sind, weil der Kern und seine Ableitung in der 
gewünschten Weise entwickelt sind, und der Kern eine unstetige Ableitung 
hat, seine Ableitung aber selbst eine unstetige Funktion ist*). 





*) Vgl. Kneser, Integralgleichungen $ 5. 














Über die Existenz einer Jordanschen Kurve 
= y(t), y=v(t) bei vorgeschriebenem (2). 


Von Herrn Julius Pal in Szökelyudvarhely. 





Herr Prof. Fejer-Budapest hatte die Freundlichkeit meine Aufmerk- 
samkeit auf folgendes, mit seiner in den Pariser Comptes Rendus zuletzt 
erschienenen Note*) zusammenhängendes Problem zu lenken: 

Gegeben sei eine für alle Werte von t definierte stetige, nach 2n 
periodische Funktion p(t). Gibt es dann eine ‚„Ergänzungsfunktion“ w({t) 
derart, daß die Gleichungen = p(t), y=w(t) eine (geschlossene) Jordan sche 
Kurve mit der Umlaufszeit 2n darstellen ? 

Unter I. werde ich durch Anführung eines einfachen Beispiels zeigen, 
daß dem nicht immer so ist. Unter II. gebe ich, indem ich einen 
passenden Hülisbegriff einführe, die der Funktion „(t) aufzuerlegende, 
durchsichtige Bedingung an, die notwendig ist für die Existenz einer Er- 
gänzungsfunktion. Unter III. zeige ich, daß diese Bedingung auch hin- 
reichend. ist. 


I. 
Es sei y(0)=y(n)=Yy(2n)=0 und +(2)=4(F)=5. In 
jedem der Intervalle (0, =)» (3,2), (n, 2), (2* 2) sei gp(t) eine 


lineare Funktion. Zu diesem y(t) gibt es keine Ergänzungsfunktion. Es sei 
nämlich w(t) irgendeine stetige Funktion in (0,2n). Dann ist die Linie 





*) L. Fejer: La convergence sur son cerele de convergence d’une serie de 
puissance effectuant une representation conforme du cerele sur le plan simple; C. R. 
de l’Acad. des sciences, Paris, t. 156 (1913), pg. 46. 
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z=g(t), y=wf(t) entweder nicht geschlossen oder sie weist mehrfache 
Punkte auf, ist also keine Jordansche. 

Beweis: Den angeführten vier Intervallen mögen auf der Kurve 
z=g(t),y=w(t) die Stücke AB, BC, CD, DE entsprechen. Die Punkte 
A, C, E liegen auf der Geraden z= 0, die Punkte B und D auf der 


Geraden x = = s 


Fällt Z nicht auf A, so ist die Kurve nicht geschlossen, fällt 
A auf © oder B auf D, so ist A resp. B ein mehrfacher Punkt. Um 
also nicht im voraus die Möglichkeit einer Jordanschen Kurve zu ver- 
schließen, setze ich voraus, daß E auf A, dagegen Ü nicht auf A und D 
nicht auf B fällt; und dann ist es gewiß keine Einschränkung der Allge- 
meinheit weiter vorauszusetzen, daß U über A liegt. 

Jedes der Kurvenstücke AB, BO, CD, DA ıst (da y(t) in den be- 
treffenden Intervallen monoton verläuft) einer Darstellung von der Form 
y=f(x) fähig und daher können wir in üblicher Weise davon sprechen, 


daß ein Punkt P des Streifens (= O,2= 5) über, auf oder unter einem 


dieser Kurvenstücke liegt. 

Liegt D über B, so werden sich BC und AD schneiden, da A 
unter BC, D aber über BC liegt. Liegt D unter B, so werden sich AB 
‚und CD schneiden, da C über AB, D aber unter AB liegt. 

Findet aber einer dieser Schnitte statt, so ist die Kurve wiederum 
keine Jordansche mehr. 


II. 


Um jetzt die angekündigte notwendige Bedingung formulieren zu 
können, führe ich einen einfachen Begriff, den Begriff ‚Brückeninter- 
vall“ ein. 

Im Bereiche « <t<<b sei eine stetige Funktion f(t) definiert, 
deren Minimum resp. Maximum m resp. M heißen soll. Dann heiße 
(a, ß) ein Brückenintervall von f(t), wenn fle)= m und f(P)=M (oder 
f{«a)=M und f{P)=m) ist, und wenn innerhalb des Intervalls («,) der 
Wert [M — f(t)] [f(t)— m] stets von Null verschieden ist. 

Man sieht unmittelbar, daß, wenn f(e)=m und f({#)=M ist, 
das Intervall («’, %°) zumindest ein Brückenintervall enthält. Es sei z. B. 
e’<ß’. Dann nehme man die Wurzeln der Gleichung f(t)= m, die auf 
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das Intervall («’, 9°) fallen. Die größte unter diesen sei «. Hierauf nehme 
man die Wurzeln der Gleichung f(t)=M, die auf das Intervall («, ß’) fallen. 
Die kleinste unter diesen sei f. Dann ist («, $) ein Brückenintervall. 

Nach dieser Vorbereitung kehren wir zu unserer für alle 2 defi- 
nierten stetigen, nach 2 periodischen Funktion Y(t) zurück. 

Ein beliebiges Intervall ($,$+2n) wird zumindest ein Brücken- 
intervall von (ti) enthalten. Es gibt aber auch Intervalle (&, $+ 2n), 
die mehr als ein Brückenintervall fassen. Ist nämlich («, #) ein Brücken- 
intervall, so wird auch das Intervall (#,«@-+2n) zumindest ein solches 
enthalten. 

Damit nun zu p(t) eine Ergänzungsfunktion existiert, ist notwendig, 
daß kein Intervall (&,&+2n) mehr als zwei Brückenintervalle enthält. 

In Anlehnung an die Terminologie der elliptischen Funktionen kann 
man diese Bedingung auch dahin formulieren, es sei für die Existenz einer 
Ergänzungsfunktion notwendig, daß nur zwei „voneinander unabhängige‘ 
Brückenintervalle existieren. 

‚Beim Beweise dieses Satzes stützen wir uns auf elementare Sätze 
aus der Analysis situs Jordanscher Kurven. 

Es sei z=gf{t), y=w(t) eine Jordansche Linie; Minimum und 
Maximum von %Y(t) sollen m und M heißen; ferner sei («, $) ein Brücken- 
intervall von Y(t). Das Stück der Kurve, das in der Zeit («,) be- 
schrieben wird, ist eine nicht geschlossene Linie ohne mehrfache Punkte, 
die ganz innerhalb des Streifens (= m, = M) verläuft und nur mit den 
Endpunkten A (t=«) und B (t=Pß) an die Grenzgeraden des Streifens 
stößt. Eine solche Linie soll eine „Brücke“ heißen. Die Brücke (AB) 
teilt den Streifen (ce= m, = M) in zwei Kontinua; das eine liegt über, 
das andere unter der Brücke*). 

Variiert £ von ß bis «+ 2n, so wird der ergänzende Bogen der 
Brücke (AB) beschrieben. Dieser liegt — von den Endpunkten abge- 
sehen — ganz über oder ganz unter der Brücke (AB). Es seien nämlich 
P und Q zwei Punkte des in der Zeit (9, «+ 2) beschriebenen Ergänzungs- 
bogens. Läge P über, Q@ unter der Brücke (AB), so wäre ein Punkt 
des Bogens PQ auf der Brücke und die Kurve wäre keine Jordansche. 





*, Auch von den Grenzpunkten des oberen (unteren) Kontinuums, die nicht 
auf der Brücke (AB) liegen, werden wir sagen, daß sie über (unter) der Brücke liegen. 





il 


OO 
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Gäbe es aber auf der vollen Kurve drei Brücken, so gäbe es unter 
ihnen eine höchste, eine mittlere und eine tiefste; der Ergänzungsbogen 
der mittleren läge zum Teil über, zum Teil unter derselben, was laut dem 
soeben Ausgeführten nicht möglich. 


Il. 


Es erübrigt noch zu zeigen, daß die angegebene Bedingung eine 
hinreichende ist, d.h. daß eine Ergänzungsfunktion zu g(t) existiert, so 
oft diese nur zwei unabhängige Fig.1, 
Brückenintervalle besitzt. | 

Ich mache bei diesem Be- 




















weise einige Voraussetzungen, die , 

die Allgemeinheit gewiß nicht ein- e T 

schränken, und zwar setze ich n a h 
voraus, daß das Minimum von. |! Ä & k 
p(t) gleich Null ist, (das Maxi- $ 

mum heiße wie zuvor M); ferner, ER 





daß y(0)=0, y(«e)=M und(0, «) ee: Bi 


ein Brückenintervall ist. DasInter- —Y/ y 
vall («, 2) enthält jetzt laut Vor- 
aussetzung nur ein Brückenintervall, dieses sei (%,y). Für die gegen- 
seitige Lage der zwei Brückenintervalle sind folgende vier Fälle möglich: 


l.e=ß,y=2n; 2.0 <fß,y=2n; 3. a=ß,y<2n; 4 a<ß,y<2n. 


Die Behandlung der vier Fälle bietet keine wesentlichen Verschiedenheiten. 
Fall 1. Es soll w(t) zunächst für 0 <t<{a konstruiert werden; 


dies geschehe wie folgt: Man nehme die Wurzeln der Gleichung g(t) = =; 
die in das Intervall (0, «) fallen; die größte unter diesen sei r. Hierauf 
sei y(t)=t für O<t<r. 

In der Zeit (0,r) wird ein Punkt, der laut dem Gesetz z = g(t), 
y=w(t)=t bewegt wird, ein Kurvenstück OC der oberen Halbebene be- 
schreiben, das nur einfache Punkte besitzt (siehe Fig. 1). Jetzt soll 
ein Punkt in der Zeit (r,a) von Ü nach A(x=M,y=0) so geführt 
werden, daß er in der Zeit (r,«) weder sich selbst, noch der Linie OC 
begegnet und seine Abszisse dem Gesetze = p(t) gemäß sich ändert. — 
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Das Maximum von gY(t) für O<t<r sei u. Es ist eye M; mit 


«<< M wird ausgenutzt, daß (0,«) ein Brückenintervall ist. Ist 


= . so kann w(t) für (r, «) sofort definiert werden, als eine monoton 


abnehmende, sonst beliebige Funktion, die in r resp. « die Werte r resp. 
0 annimmt. Nicht so einfach gestaltet sich die Konstruktion von Y(t) 


für (r, @), wenn „>Z (wie in Fig. 1.). 
In diesem Falle verfahre man so: Es seien o,, 03, 03, ... beliebig 
gewählte Größen, für welche 


, M 
09 = U, 0 <S 00 Qa < 01; O3 < 085 + -- und lim = 


are BE 
Ferner sei r„ die in das Intervall (0,«) fallende größte Wurzel der 
Gleichung p(t)= 0, (n= 0,1,2,3,4,.... Dann hat man unmittelbar: 


non>r>-:. und lmr,=tr. 


n=@ 


Die Gerade x = o, wird von der Kurve OC in mehreren Punkten geschnitten. 

Der höchste dieser Schnittpunkte sei C',, seine Höhe über der X-Achse 

heiße h,. Für die A, hat man, entsprechend den obigen Ungleichungen, 
„<hyan<r und ImA,=r. 


n=%© 


Da die Linie OC mit wachsendem £ ständig steigt, so ist für alle Punkte 



































Fig. 2 von OC, welche die Ungleichung 
| p(t) > o, erfüllen, y(t) <h,. Da- 
her bilden (©, C,, C,, ... die Ecken 
einer Stufenleiter (siehe Fig. 2) von 
er up der Eigenschaft, daß OC ganz unter- 
z halb dieser Stufenleiter verläuft. 
A| ; Die Kollision mit OC wird 
s € 
s 7, also bestimmt vermieden, wenn 
% 0? 25 Ace . 
Kaas ii jener bewegte Punkt, der von C 
Ar? f k 
7 nach A geführt werden soll, über 
+ u. m - 7 der Stufenleiter geleitet wird. Da- 
für, daß die Linie AC sich selbst 


nicht schneidet, soll damit vorgesorgt werden, daß (ft) in der Zeit (r, «) 
monoton abnehme. 

Beides wird erreicht durch folgende Definition von w(t): Es sei 
v(r,)=hnrı (R=0,1,2,3,...), ferner sei w(r)=r, w(e)=0; in den 





(mr Me 2 > u 1 VE ee > a en 


a 


ei © ei 7 eh Br mn 5 
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Intervallen (r„,,,r„) wie auch im Intervall (r,«) soll w(t) linear ab- 
nehmen. 

Indem wir so y(t) für 0 <t <a definierten, führten wir einen Punkt 
in der Zeit (0,«) von O nach A, und zwar in der oberen Halbebene. Bei 
dieser Bewegung war z£= p(t), und die Bahnkurve hatte nur einfache Punkte. 
In derselben Weise werden wir in der Zeit (@«,2n) den Punkt von A nach O 
in der unteren Halbebene zurückleiten können, womit Fall 1 erledigt ist. 

Fall 2 und 3. Diese Fälle lassen sich durch eine lineare Trans- 
formation von i aufeinander zurückführen, und so besprechen wir nur 
Fall 2. Es sei » eine beliebig gewählte positive Größe; in (a, ß) sei w(t) 
eine lineare Funktion, die dort von p bis 0 abnimmt. Die dermaßen in 
der Zeit («, $) beschriebene Linie z= p(t), y= w(t) beginnt in A(x=M, 
y=p), endigt in B(x= M,y=0), hat nur einfache Punkte und ist in 
ein Viereck ABCD eingeschlossen, das nicht an die Gerade &=0 heran- 
reicht. (Siehe Fig. 3.). 

In der Zeit (%,2r) soll der Punkt in der unteren Halbebene laut 
dem Verfahren von Fall 1 von B nach O geführt werden. 

Es ist also noch nötig, einen Punkt in der Zeit (0,«) dem Gesetze 
@=g(t) gemäß von O nach A zu führen, so daß er in dieser Zeit weder 
sich selbst, noch die Linie AB 
treffen soll. Dieses geschieht ge- 
nau so, wie die Konstruktion von 
AC in Fall 1. Es wird mit dem 
Bau einer vonO nach A führenden 
Stufenleiter begonnen, welche die < 
Linie AB unter sich läßt und 
über dieser wird dann der bewegte 
Punkt von O nach A geführt. 

Fall 4. Es braucht kaum 


Fig. 3. 





y-p A 








X=-M 








(\L_ 
- 





gesagt zu werden, daß die zwei- —\ 
fache, einmal in der oberen, ein- 
mal in der unteren Halbebene erfolgte Ausführung, der Konstruktion, 
die ın Fall 2 den Punkt von O nach B führte, den Fall 4 erledigt. 

Auch zeigen die obigen Ausführungen, daß zu p(t) entweder gar 
keine oder unendlich viele Ergänzungsfunktionen konstruiert werden können 
38” 

















Sur lintegration de certains systemes indetermines 
d’equations differentielles. 


Par M. P. Zervos ä Athenes. 


Introduction. 


Dans un paragraphe de son article Über den Begriff der Klasse von 
Differentialgleichungen (Festschrift Heinrich Weber, 5. März 1912) M. Davıd 
Hübert a demontre qu’il n’existe aucune solution pour l’&quation 

dz d’ 
1.) u 

ayant la forme 

(2) = gp(t,w,w,..%), y=vY(l,W,w,..%), 2=x(t,w,w,, ...%,) 
ou par w nous designons une fonction arbitraire de i et par w, la derivee de 
cette fonction de l’ordre :, et ıl a indiqu& comment cette proposition 
s’etend ä& des equations plus generales. La grande importance de cette 
proposition apparait immediatement, surtout lorsqu’on etudie des questions 
relatives ä la recherche de la forme generale de n fonctions liees entre 
elles par des &quations differentielles en nombre inferieure ä n. 

Dans ce travail j’utiliserai Ja methode de M. Hubert pour demon- 
trer des propositions analogues & celles qui prec&dent. Je tächerai aussi 
de generaliser d’autres propositions de l’&minent geometre enoncees dans 
Varticle cite, oü l’on trouve &videmment des &quations qui se ramenent 
par l’introduction de variables auxiliaires ä des systemes de la forme 

(3.) (Cs Las +++ Lnrı, AR, Ag, di) = 0, i<n—1 
les /, etant des fonctions homogenes par rapport ä dz,,da,,...dz,,:- 
Si l’on suppose = n— 1, nous nous trouvons devant un cas qui a 6t& 


A a, 
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etudie par M. Goursat dans un beau m&moire (Sur le probleme de Monge, 
Bulletin de la Societe Mathematique de France, t. 33, 1905). M. Goursat 
a donn& une möthode elegante relative ä l’integration du systeme 
(21 +. Zur, dd) = 0. d=1,...n—1) 

J’ai etudie cette methode dans une note inseree dans les Comptes Rendus 
de l’Academie des Sciences de Paris (25 mai 1908). 

Dans le deuxieme chapitre du present travail je poursuis cette 
etude en me proposant de generaliser les r&sultats que j’ai alors obtenus. 


I. Theories de M. Hilbert. 


1. — Pour l’equation de la forme 


F(z,y, 2 2, => =) - 0. 


Monge, comme on le sait, a donne l’expression des systemes les plus gene- 
raux de fonctions verifiant cette &quation & l’aide d’une fonction arbitraire, 
et cela sans aucun signe de quadrature. 

2. — On peut donc " ar pour V’equation 


(1.) wi ale 


M. Hilbert a demontre RR "skamatlie analogue ä celle de Monge 
n’est pas possible*). L’analyse de "’&minent geometre s’etend d’elle m&me 
dy de dy 


R . ' dz \ 
ä toute &quation donnant —— en fonction de z,y,2, a, 


5 par une 


2 
expression non homographique en . Prenons par exemple, l’equation 
2 
(4.) n)- $24; ‚ «_>0 entier, » >0 entier 


ou, plus generalement, en 


(5.) o($) = re 


ou les o et F expriment des fonctions soumises & quelques restrictions 
evidentes dans la suite de la d&monstration. Je dis qu’on ne peut pas 
avoir pour cette @quation une solution de la forme **) 





*) Relativement & l’impossibilit& de l’extension de la möthode de Monge ä 
une &quation du premier ordre & 4 variables j’ai dejäa fait quelques remarques dans 
deux notes inser&es dans les Comptes Rendus de l’Acad&mie des Sciences de Paris, 
(10 avril, 11 septembre 1905.) 
**, Voir ei-dessus, N° 1 
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(2.) = gflt,w, w,...%), y=vyit,w, w,...%), 2=x{t, w, w,, -.. W,). 
En effet, posons avec M. Hubert 


ay _ Y r W, Yu + A; W,.+1 Yu, ur” 
6) ml nn en 
.. gı + u, - Pu + :.h W.41 Pu, y 


S’ıl existait une telle solution, on devrait avoir l’iidentite 


+ ie ut’ +%W, +1 Ku, "m m FW Mo t + Wr Un, + W.+2 m 


gı + w, (ut ‘+ w, +1 Pu, Arer; pw Em .+ Wr: Tu, 


(7.) 








le premier membre ne contenant pas w,,s; il en serait de m&me pour le 
second et on aurait 





(8.) Hu, = 0 
d’ou en vertu de la relation (6.) 

9.) un 

(9. Mu —= Pu, 


Supposons que les fonctions o et F soient telles que pour avoir l’identite 
o(“ + ne _pf4+ en 
y+o6z y+oz 
par rapport & x, il faut que tous les deux membres o et F soient inde- 








(10.) 


pendants de x. Alors pour avoir Videntite 
uU Xu tt Wr X m tw Un tt Wr Mu, 
(11.) o( Zu a —_ F( ran « ) 
Y9: tw Pot tW,+1 fo, JE rW Yo tr" +W+ıQJu, 
par rapport & w,,,, il faut que tous les deux membres soient ind&pendants 
de w,,ı; c’est-ä-dire pour le cas general oü nous supposons que nous nous 








trouvions il faut qu’on ait*) 


zT Tu, i 

en We. 

Une fois &tablies les relations (9.), (12.), (13.) nous pouvons deduire 
toutes les autres de la demonstration de M. Hilbert relative & l’&quation 


dz a’y 
= (=; 5 et nous pouvons par cons&quent demontrer de la möme maniere 


da 
notre Proposition. 
3. — Je dis maintenant que la m&me proposition est vraie pour 
une @quation de la forme 
d?z d’y 
(14.) (44) ” F 25 





*, Je me sers des mömes notations que M. Hilbert dans l’article eite. 
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oü les fonctions o et F sont soumises & des restrictions analogues ä celles 
du paragraphe qui pre&cede. 
Considerons d’abord l’equation 


(15.) 


Soit qu’il existe une solution de la forme (2.). Posons 


dy vw Ve FW Wo tt Wrr+1 Wu, 





(16.) I= — oe a 
de 9 JE tw Pot + Wr+ı Yu, 

17.) a ER Feten 
da? p' Je trWYw tr’ + Wr+ı$Pu, 

(18.) ae 2 ET TS 

k v dx yp' ytWwgot'"+WHıgu, 
on aurait 
Aa: EIER Veran (Pet Ware 77" 7 Merangen 


pr + Wo + Ufo, + '*' + Wr+ı Pu, ge + Wo ++ Wr+ı Yu, 
et il faudrait que ce soit une identit@ par rapport & £, w, w.. ... W,;3. OF, 
le premier membre ne contient pas w,;;; il arrive donc la m@me chose au 
second, et on & 

(20.) Mu,,, 0 


ou en vertu de (17.) 


(21.) A, ,,=0 ou encore (22.) A = Yur 


Yu, 

en tenant compte de la definition (16.) de A. Si l’on considere maintenant 
les deux membres de l’identite (19.) on voit que le second sera quadra- 
tique par rapport & w,,., pendant que le premier membre est une fonction 
lineaire par rapport & w,,s; il faut donc, pour que la relation (19.) soit 
une identite par rapport & w,,,, que tous les deux membres soient ind&pen- 
dants de la quantite w,,, ou, ce qui est la m@me chose, qu’on ait 


(23.) 0,9 (24) u,,, = 0 
d’ou en vertu des &quations (17.), (18.), (21.) on a 


/ Ay w 
y Yu, p Pu, 


et P’identite (19.) prend aussi la forme 
0: + W, Ow + w, Ow, +. + W,+1 Ou, “ro R + w, Uw ++ Wr+1 = 


ee 2 
Gt + WYw + WGw, +++ W,+1 Ju, 








pe + U Yo + + Wrrıpu, 
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Alors, si on observe que les 9, Oi, Os +++ Qu Pr Pur Pu ++ = Paz Mer Uns are Mn, 
ne contiennent pas w,,,, on a que chacune de ces deux fractions sera 
independante de w,,, c’est-ä-dire 
a ,* | ei 
(28.) - a (29.) 2 mat 
Resolvons l’equation x = p(t, w, w,,.... w,) par rapport ä ı', et introduisons 
cette valeur dans les fonctions A et o, soit 
(30.) .(t, w, wı, +. W,_, W,) = flt, w, Wı, ».- W,_1%); 
(30’.) o(t, w, w,, ...%,) = gl, w, W,, - +. W,_1 2). 
Pour toute fonction k contenant outre les 2, w, w,,...%,., la quantite x 
nous poserons avec M. Hübert = k,+ w,k„+ weh, ++ w,h,_,„ Alors 
Pidentite (30.) donne par derivation par rapport ä i et par rapport ä& w, 
(31.) “=ihtwlte.t+ Wr hu, = +lh'p, 
(32.) 2 he Gm 
ou encore en vertu de (25.) 
(3) Koh m (4) u=h 
d’oü en comparant les relations (31.) et (33.) on prend 
(35.) f=0. 
Derivons de nouveau par rapport & ? et par rapport & w, les deux membres 
de la relation (34.); nous avons 
(35) Welh) the p5 (36.) = Ta Pu, 
et, par suite, en vertu des equations (29.) 


(37.) (0. 

D’autre part, Pidentite (35.) par derivation par rapport ä& w, donne 
(38.) | (F)’ Pu, + fo, = 0 

d’oüu il resulte en tenant compte de (37.) 
(39.) =. 


Par le symbole = nous entendons que les deux membres deviennent egaux 
apres la substitution de x par la fonction p(t,w, w,,...%_,,%,). En 
disant done que f,_, (&, w, w., +... %,_1),2%)= 0 nous entendons que la fonc- 
tion qui resulte par derivation partielle par rapport ä w,_, et qui sera 
une fonction de £,%,w,,...%,_,%, soit F(t,w, w,,...%_,%), devient 
egale ä zero si l’on substitue x par p ä& savoir Ä 
(40.) F (t, w, w,, +... %,_1 p(t, w, Wi, +... W,_1 %,)) = 0; 
il faudrait donc qu’on eüt 
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OF 
(41.) Op . Pu, —_— 0 
ce qui donnerait 
oF 
42. —=0(0; 
(42.) rn 


donc /,, , ne contient pas de x. Pour ötre donc &gal ä zero, il faut que 
f ne contienne pas de w,_, ind&pendamment de x. Or f’, d’apres notre 
definition, signifie Pexpressien , + w +" +wih, , + Who, U Fun, 
designe la derivee partielle de f par rapport & w,_, independamment de z; 
or celle-ci, comme nous l’avons dit, est @gale ä zero; done 
[4 
(43.) f =, +w tw ht tw t,_,: 
Nous observons maintenant que / contient w, non explicitement, mais au 
q r 
moyen de z, par cons&quent il arrive Ja m&me chose aux f,, fu, --- /„,_,; d’autre 
part, aux coefficients de f' nous n’avons pas w,, donc f’ est; une fonction 
de £, w, wı ... %,_1 P(t, w, W,, ... W,), soit 
14 
(44.) f = ott, w, w,, :-- W_1, p(t, w, ... %,)). 
Pour avoir donc o = 0 il faudrait avoir 0, = 0 ou encore 0,-g, = 0, c’est- 
ä-dire o,=0; donc o ne contient pas p et il reste que f’ devrait £tre 
egal ä zero identiquement et par rapport ä L, w, w, ... W,_,, et d’apres ce 
qui precede, pour l’&tre par rapport ä w,_,, il faut que le coefficient f, ‚= 0; 
& savoir / ne contient pas w,_, explicitement; donc pour que f’ soit Egal 
& zero par rapport & w, ,, il faut que le coefficient f,_,= 0, & savoir f 
ne contient pas w,_, explicitement, et ainsi de suite; et nous arrıvons ä la 
conclusion que f ne contient aucune des quantites £, w, w,, ... %,_, expli- 
citement; il peut contenir seulement x. Si je compare (29.) et (36.), je 
trouve 


(45.) 
Mais de l'identite (30°.) on tire 0 = g’+ 9,7, @u,= 9z'Y., Woü en vertu 
de (28.) 


(46.) 0 = 9,9), (47.) !=0 
et comme on a —e.s on en deduit 
de 9 
d’z 
(48.) Fr] = (0. 
On aura donc, d’apres l’equation (15.) 
(49.) Gr mi; 4} 
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d’ou on voit que g, depend seulement de x comme f,,; et, par suite 
(50.) g= X+W 

ou X depend seulement de x et W de t,w, w, ...w,_,, et comme on a 

g’= 0, on en deduit W= const. done, g d&pend seulement de x. On aura 

donc, en reunissant ces resultats | 


les fonctions f et g contenant seulement z, et il est maintenant tres aise 
d’aboutir & l’impossibilite dont il s’agit. Il suffirait de remarquer que 
dans la solution (2.) nous supposons r >1. 

4. — Si l’on fait maintenant des raisonnements analogues & ceux 
du N’. 2 on demontre la m&me proposition pour une &quation de la 
forme (14). On pourrait facilement d&emontrer avec la methode de 
M. Hilbert pour d’autres &quations differentielles qu’il n’existe pas une 
solution de la forme (2.). On pourrait aussi demontrer que si un systeme 
de la forme 





’ dx dx 
(1 3 (a, Lo, Lg; Te 7 ’ = 0, 
’ 2 dı, 
(2'.) Fa, Lg, X, %p da, , )=0 
avait une solution de la forme 
(3’.) = gilt, w, ... W,), 
alors une &quation de la forme 
j dy dy 
(4.) == 9(% Y, 2 ’ de’ 2) 


aurait &galement une solution de la forme (3°... Differencions en effet 
les equations (1’.), (2°... On prend 


d d 
de, a da, . 12) a) . 


(5 .) In + In, Gr + fa Gr Fr’ r Fi da, ng Ian ve + Tan dz, ’ 
Y 
(6°.) F,+F,, = ii WIE EFF TEN TR — (0 
Eliminons entre les equations (1’.), (2°.), (5’°.), (6°.) les quantites z,, 2. 
1 
(4) 
= de la # 
gu 75 J’aurai en general, une equation de la forme 





Iı 


la 


0 


er 
Ti 
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Imaginons qu’on l’ait resolue par rapport ä Soit qu’on ait 


ad. 

da, 
dz, 

(7'.) En : u. AH )) 

. REN 1, I, I, de, ’ da, . 


En posant z,=%, %=y, 2,=z nous pouvons £crire cette &quation sous 
la forme 


Ic 2) 
(2 lan), 


on observe done que si les &quations ia formaient une solution du 


/ 


systeme (1.’, 2.’), les equations z= p,(t, w, w,, ... %,), Y= 3, 2= 9, donne- 
raient une solution de l’equation (8’.). 


5. — Soit enfin le systeme 
j dz, da, da, 
(9.) h (2, Lg, Lg, 179 da, ’ dx,’ dz, 0, 
, da, daz; da\_ 
(10 .) fe (2, Lg, Lg, Lu dx, ’ dz, ’ dt, =0. 
Supposons que ce systeme se verifie par les valeurs des z, tir&es des &quations 
’ : f 0°V den 
(11) Va, 2, %2,5)=n, (18;) = In, 
(P.) "fe: 
83V  dn ‚„ 9V dm 
(12’.) Fr: (14’.) ds — 78 


ou n designe une fonction arbitraire de £. 


Ou, plus pr&cisement, supposons que les &quations (9’.), (10°.) resultent 
de SER r & entre les &quations 


4 o0°V 4 03V 
: (A.) 2, da = 0, = O8dz; dg, = 0, = 983 dx, 0 
OSONS 
7 dn ge den rs 
(12) I gen 


et considerons comme de nouvelles coordonnees les &,n,J,4. Les 


formules qui nous donnent les coordonnees &,n,J,A en fonction des 


dz, da, di ; 
Ds Ba, Zyr us da,’ u; 7x sont les suivantes: 
1 











’ Di 07V  :V du. DV de „ aV. da, 
(11 .) V (%,,29,25,2,$)=n, (16..) Fa öz, de, ' da, Ir dx, us 
(B.) ; oOV ä o°V 
(15 . OE = J, (17 .) ET = A, 


di 
pendant que les %,, 25, 2,2, sont definies en fonction des $, n,J,A4, E 


au moyen des relations (11’.), (15’.), (17’.) et de la suivante 


39* 
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oV dA 


OP de’ 

Reciproquement, on trouve les equations (12”.) en partant des 
equations. (B.) et en tenant compte des &quations (9’.), (10°.), ou encore, 
considerons comme des variables principales les &,n, J,A et comme des 
parametres auxiliaires les &,, %,, £, 2,., Formons le systeme 

an : 
(K.) 3 Buhl, mh 
jappellerai ce systeme correspondant du systeme .(9’.), (10°.) dans le nouveau 
systeme de variables. 

Je dis que les valeurs de &,n, J,A qu’on tire des &quations (11’.), 
(15’.), (16°.), (17’.) en fonction de &,, %,. %;, 2,. dz,. dx,, dz,, dx, oü les z, dx 
sont lies par les &quations differentielles (9’.), (10’.) verifient le systeme 
d’equations (K.). 

Pour le voir, remarquons d’abord que des relations (12.), (15’.), (13°.), 
(17’.) on deduit immediatement les relations (K.); prenons d’autre part, 
les relations (11’.), (15’.), (16’.), (17’.) et les &quations donnees (9.), (107.). 
De ces six &quations resultent les &quations (12’.), (13°.) et, en effet, des 
relations (11’.) et (16’.) resulte la relation (12). Or nous voyons que les 
equations donnees (9’.), (10°.) resultent de l’elimination de 5 des (A.); 
donc la relation (16’.) et les &quations donnees peuvent &tre remplacees 
par les &quations (A.). Mais P’equation V= n et les (A.) donnent evidemment 
les. &quations (P.) et par consequent l’&quation (13’.). 

6. — Voiei encore une proposition qui est une gen£ralisation d’une 
proposition de M. Hilbert, enoncee dans l’article cite. 

Considerons un systeme de Monge de m— 1 &quations: 


dt, dx; ALm+1 ) u: 


(18 A f; (2, To, ... Im+1> da, , da, ’ EN en 





Supposons qu’il existe une solution de ce syst&me donn&e par les equations*) 


oV d&, 0:V d?E orV om, 
5 - EL — = 3 nn M. —ı 
(19 .) V(z,, Lg; ... Im+1r $,) ui 89 OE, ds, ’ 08? dE? y’. Om d£m y 





cela &quivaut ä supposer que les &quations (18’.) r&sultent de l’&limination 
de &, entre les &quations 





*) Le probleme de l’intögration de ce systöme consiste, comme on sait, & 
eXPrimer &, & +. %m+ı explieitement en fonction d’une variable auxiliaire &, de cer- 
taines fonetions arbitraires de ce paramedtre et de leurs derivees successives jusqu’ä 
un ordre determine: iei je considöre &£, comme une fonction arbitraire de $,. 
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"+19V o°V o®V orV 
A’ a ee . 2 Gete B> | 
(A'.) zZ Im; d«,=0, Er =_0, gr ds=0, dem, IT 0 
Posons 
d5_,; Cb_, Oh_, dh 
(E.) ds, nun 5; de - 34» di S57 +» dem er Sm+1 
Considerons maintenant les &,(?=1,2,...m-+ 1) comme coordonn&es nou- 
al ei dE, 
velles. Les &quations qui definissent les x; en fonction des &;, en sont 
1 
les suivantes 
‚ 2; tg FR OrV dems 
( P.) V (x, Dr or + Lm+1) 51) =$,, o& = 6, 651 . IR ... Omi Em+1) ogm ug dE, ) 
pendant que les &quations qui definissent les & au moyen des z, = 
1 
seront les &quations 
m+1 oV | oV om-1iy 
(H.) z Oxı dx, . 0, Via, Lg; ... Ln+1> 8.) EA une FR Ogm-1 mag Bir 


Nous sommes arrives aux relations (H.) en partant des relations (E.). 
Inversement, on peut trouver les &quations (E.) en partant des &quations 
(H.) et en tenant compte des &quations (18°.) ou encore. 

Formons les equations differentielles par rapport aux £&; 


ds_; dn_; Im_: 
dE 35 de +» dE, — Sm+1' 


Je dis que les valeurs des $, tir&ees en fonction des x, dz des &quations 


(K'.) 


(H.) verifient les &quations du systeme (K’.) sı l’on tient compte des 
relations donnees du systeme (18°). Il suffit evidemment de d&montrer 
que les @quations (K’.) sont des consequences des @quations (H.) et (18.). 
Observons tout de suite que les &quations (18’.) et la premiere des @qua- 
tions (H.) font un systeme @quivalent au systeme (A’.), car nous avons 
suppose que les &quations (18’.) resultent de l’elimination de 5, entre les 
equations (A’.). D’autre part, du systeme (A’.) et de l’&quation V=$, on 
deduit les e&quations (19). En comparant alors les equations (19) aux 
equations (H.) nous voyons que: 





dF, en de, >> &, ARE - 
(E.) ae a er —Sm+i1 
OU eNCOore:! 
’ d£, 2 dE; u dEm ix 
(K .) ds, ng 5» d£, u ER dE, a 5. R* 
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II. Sur la methode de M. Gowrsat relative ä Pintegration d’un 

systöme de Monge. 

7. — Soit donne un systeme de Monge. 

(21 Ip... Cnın day, dig... day.) = 0 (d=1,2,...n—1) 

(oü les f sont des fonctions homogenes par rapport ä da,, da, ... dayu.ı)- 
Sı l’on cherche ä exprimer %,, 2 ... %,,;ı explicitement en fonction d’une 
variable auxiliaire i, d’une fonction arbitraire de ce parametre et de ses 
derivees successives jusqu’ä un ordre determine on peut essayer d’y 
appliquer la methode relative de M. G@oursat*). Cette methode s’applique 
toutes les foıs qu’un certain systeme associe de la forme 

(1.) FF; (&5 %ps «+ Dis Pas » ++ Pu) = 0 (=1,2,...n—1) 
est en involution. Ce systeme resulte par l’elimination d’un parametre 
entre n equations de la forme | 

(2.) 0,(%,, %g +++ Pr Pr nm )=I. . (=1,2,...n) 

8. — R£ciproquement, on peut chercher des systemes de Monge oü 
la methode de M. Goursat s’applique. On se trouve alors devant la ques- 
tion suivante: 

Dans quels cas l’elimination de « entre les equations (2.) donne- 
t-elle un systeme en involution ? 





9. — Je me propose de faire quelques remarques relatives ä cette 
question. — Supposons pour la simplification de l’ecriture que la variable 
%,+ı ne figure pas dans les &quations (2.). 

10. — Soit que la valeur de « tiree d’une des relations du systeme 
(2.) comme fonction des & n des p donne : 

a a 
(3.) Fr 0, (4.) Fr 0 


ou les v, et «, prennent de certaines valeurs comprises entre 1,2,...n; 
soit, pour fixer les id&es, qu’on ait ,=1,2,...9, w,=1,2,...5; alors sı 
on represente par »,; les valeurs +1, $3+2,...n et par les valeurs 


S+1,&+2,...n et si on suppose qu’on ait 
00, 00, do, da, 

















(5.) da Op, 6p, da 0, 
00, 00, 090, Oou _ (0, v1, 2,...n—1) 
(6.) Oz, 0a da Frau (&=1,2,...n) 
n (do, 80, 00, O0,\_ 
(7) = 0% 0m 0m 3 )=0, 


*) Voir l’artiele eitö de M. Goursat. 





Ol 
q! 


sa 
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on est alors assur& que le systeme (1.) est en involution et, en effet, 
remarquons que si on substitue la valeur de « tir&e d’une des relations 
du systeme (2.) dans les autres relations du m&me systeme, on prendra 
d’apres nos hypothöses les relations (1.). Pour calculer donc les paren- 
theses de Poisson. pour les fonctions F, il suffit de calculer les expressions 
suivantes: 

: [52 + 00, Se 00, hen 00 + 9% Os Ma} 00. 08 ). 

I os 007\0p%  0s Mm Er os Op’ \Oxr os 02% 


ou s designe la fonction des quantites z,,... 2, Pı- --. 2, qui remplace la 


z 


quantite «, ou encore 





u (er — 00% nl 08 (es 00, 009004 

0% OPk OPk 0% = 1 04 08 OPı OP 08 

n os (00,00, da, do, 
+ = 0m: (3 ös ös 3): 
— Mais on peut @videmment &crire ces expressions comme il suit 


BACH 00, ee) 
Orr OP ze = 





0 0% =) 13 2% 00. __00, u 
"Eile, Os 09,, 99,, 98 Er- e os Os Ox,, 
” 00, 00 00, 00 5 

+ 23 = Fr 5 + EREIM (3 Zu, 08 08 day/" 
Or en vertu des conditions (3.), (4.), ( PN (6.), (7.) les valeurs de ces 
expressions seront nulles. Notre proposition est donc d&emontree. 

11. — Pour appliquer cette proposition dans la methode de M. @our- 
sat nous ferons les remarques suivantes. 


00, 00, 0% oe) 


1°. — Le systeme (1.) est lineaire par rapport aux 9, et par 
consequent les derivees partielles des fonctions F par rapport aux p sont 
des fonctions seulement des x et des « (nous imaginons qu’on n’a pas 
encore fait la substitution de «). 


2°. — Si on resout la derniere equation du systeme (1.) par rap- 
port & «, on prend pour « une valeur telle qu’on a 
9a _ 0, da _ 
OPı OP: 
3°. — Nous avons 
n 
00%, m 0, [ Oo, Pr 0. (1=3,4,...n) 
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12. — En particulier, pour le cas consider dans la note du 25 
mai 1908, on aura de plus 
Ö 00 
er — 0, EP —(, (v,=2,3,...n), (e=1,2,...n) 
Alors les expressions (8.) se reduisent evidemment aux suivantes 
00, O8 00, 
BEN + oz, 8s [« =$ (2, Te, ... Ps» Pi .. .)] (4 = 2, 3, oo Nn— 1) 
OU 
97; 
O%, 


et, par consequent, les conditions pour que le systeme (1.) soit en invo- 
lution peuvent se presenter par les relations 


oF 
u 0, (=2,3,...n—1) 
dx, 
. ® . . 00, 
et on voit encore que ces relations subsistent si l’on prend Er 
1 
Os SER, u - 
rg 0. Nous retrouvons ainsi immediatement les resultats de la note 
1 


citee, comme des cas particuliers de resultats plus generaux. 
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